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Ïåðåäìîâà
Äàíèé âèïóñê ïðîäîâæó¹ ñåðiþ, çàïî÷àòêîâàíó âèäàííÿì �Ìàòåìàòè÷íi

îëiìïiàäè øêîëÿðiâ Óêðà¨íè. 1998 � 1999 ðð.� òà àíàëîãi÷íèìè äëÿ 1999 �
2000 òà 2000 � 2001 ðð. Â ïîñiáíèêó çiáðàíi ìàòåðiàëè ìàòåìàòè÷íèõ îëiìïiàä
øêîëÿðiâ, ùî ïðîâîäèëèñÿ â 2001 � 2002 íàâ÷àëüíîìó ðîöi.

ßê âiäîìî, Âñåóêðà¨íñüêà îëiìïiàäà þíèõ ìàòåìàòèêiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç
÷îòèðüîõ åòàïiâ � ïåðøîãî (øêiëüíi îëiìïiàäè), äðóãîãî (ðàéîííi òà
ìiñüêi), òðåòüîãî (îáëàñíi òà ìiñüêi ìiñò Êè¹âà i Ñåâàñòîïîëÿ) i ÷åòâåðòîãî,
çàêëþ÷íîãî. Â öüîìó íàâ÷àëüíîìó ðîöi â óñiõ îáëàñòÿõ ñêëàäàëèñÿ ñâî¨
âàðiàíòè çàâäàíü äëÿ ó÷àñíèêiâ äî òðåòüîãî åòàïó âêëþ÷íî. Â ÿêîñòi
ïðèêëàäó çàâäàíü ðàéîííîãî i îáëàñíîãî åòàïiâ, â äàíîìó çáiðíèêó íàâîäÿòüñÿ
çàäà÷i, ùî ïðîïîíóâàëèñÿ ó Âiííèöüêèé îáëàñòi.

Òàêîæ ïîäàþòüñÿ çàâäàííÿ ÷åòâåðòîãî (çàêëþ÷íîãî) åòàïó 42-î¨
Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè þíèõ ìàòåìàòèêiâ, âiäáiðêîâî-òðåíóâàëüíèõ
çáîðiâ êîìàíäè Óêðà¨íè, 43-î¨ Ìiæíàðîäíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ îëiìïiàäè.
Íàâåäåíi óìîâè òà ðîçâ'ÿçàííÿ çàïðîïîíîâàíèõ çàäà÷, ïðiçâèùà ïåðåìîæöiâ
òà iíøà iíôîðìàöiÿ.

Öi ìàòåðiàëè íà ïðîòÿçi ðîêó âæå ïóáëiêóâàëèñü â æóðíàëàõ �Ó ñâiòi
ìàòåìàòèêè� òà �Ìàòåìàòèêà â øêîëi�, ãàçåòi �Ìàòåìàòèêà� iç ñåði¨ �Ïåðøå
âåðåñíÿ�, iíøèõ âèäàííÿõ. Îäíàê ìè ââàæà¹ìî, ùî çiáðàííÿ âñiõ ìàòåðiàëiâ â
îäíié çáiðöi ¹ çðó÷íèì äëÿ êîðèñòóâàííÿ. Ïîïèò íà ïîïåðåäíi âèïóñêè äàíî¨
ñåði¨ öå ïiäòâåðäæó¹.

Ñïîäiâà¹ìîñü, ùî äàíèé çáiðíèê áóäå êîðèñíèì ó÷íÿì, ùî ãîòóþòüñÿ
äî ìàòåìàòè÷íèõ îëiìïiàä, ¨õ â÷èòåëÿì, êåðiâíèêàì ãóðòêiâ òà âñiì, õòî
öiêàâèòüñÿ ñòàíîì ìàòåìàòè÷íî¨ îñâiòè íà Óêðà¨íi.

Àâòîðè
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Äðóãèé åòàï 42-î¨ Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè þíèõ
ìàòåìàòèêiâ

Â ÿêîñòi ïðèêëàäó çàâäàíü äðóãîãî åòàïó îëiìïiàäè (ðàéîííèõ îëiìïiàä)
íàâîäèìî çàâäàííÿ, ÿêi áóëî çàïðîïîíîâàíî ó÷íÿì 6�11 êëàñiâ ó Âiííèöüêié
îáëàñòi.

Çàâäàííÿ
6 êëàñ

1. Ðîçøèôðóéòå ÷èñëîâèé ðåáóñ AAAA − BBB + CC − D = 1234
(îäíàêîâèìè áóêâàìè ïîçíà÷åíi îäíàêîâi öèôðè, ðiçíèìè � ðiçíi).

2. Çíàéòè íàéáiëüøå ÷èñëî, âñi öèôðè ÿêîãî ðiçíi, à ¨õ äîáóòîê äîðiâíþ¹
360.

3. � ñiì çîâíi îäíàêîâèõ ìîíåò, ñåðåä ÿêèõ ï'ÿòü ñïðàâæíi (âñi îäíàêîâî¨
ìàñè) i äâi ôàëüøèâi ( îäíàêîâî¨ ìàñè, àëå ëåãøi çà ñïðàâæíi). ßê çà
äîïîìîãîþ äâîõ çâàæóâàíü íà òåðåçàõ áåç ãèð âèäiëèòè òðè ñïðàâæíi ìîíåòè?

4. Íà äîøöi íàïèñàíî äåêiëüêà ðiçíèõ öiëèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó ñóìà áóäü-ÿêèõ
äâîõ ç íèõ çàïèñàíà íà äîøöi. Ñêiëüêè ÷èñåë íàïèñàíî íà äîøöi?

5. Êîëè â äåíü íàðîäæåííÿ â÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè éîãî ó÷íi çàïèòàëè,
ñêiëüêè éîìó âèïîâíèëîñÿ ëiò, âií âiäïîâiâ, ùî êîëè äî ðîêó éîãî íàðîäæåííÿ
äîäàòè òåïåðiøíié ðiê, ïîòiì âiäíÿòè ðiê, êîëè éîìó âèïîâíèëîñÿ 20 ðîêiâ, i
âiäíÿòè ðiê, êîëè éîìó âèïîâíèëîñÿ 30 ðîêiâ, òî â ðåçóëüòàòi áóäå 16. Ñêiëüêè
æ ðîêiâ éîìó âèïîâíèëîñÿ?

7 êëàñ

1. � 5 ðîçåòîê â åëåêòðîìåðåæi êàáiíåòà ôiçèêè i 13 òðiéíèêiâ. ßêó
íàéáiëüøó êiëüêiñòü åëåêòðîïðèëàäiâ ìîæíà âêëþ÷èòè â åëåêòðîìåðåæó
öüîãî ôiçêàáiíåòà ç ¨õ äîïîìîãîþ?

2. Âñåðåäèíi òóïîãî êóòà AOB ïðîâåëè òðè ïðîìåíi OC, OD i OE,
ïðè÷îìó OC⊥OA, OD - áiñåêòðèñà êóòà AOB i OE � áiñåêòðèñà êóòà BOC.
Çíàéòè âåëè÷èíó êóòà DOE.

3. Áóðàòiíî çàïèñó¹ íàòóðàëüíi ÷èñëà, ïî÷èíàþ÷è ç 2, ÷åðâîíèì, ÷îðíèì
i ñèíiì ÷îðíèëîì (âií âèêîðèñòîâó¹ âñi òðè êîëüîðè, êîæíå ÷èñëî çàïèñó¹
îäíèì êîëüîðîì). Âií ñòâåðäæó¹, ùî êîëè ïîìíîæèòè áóäü-ÿêi äâà ÷èñëà
ðiçíîãî êîëüîðó, òî äîáóòîê áóäå iíøîãî (òðåòüîãî) êîëüîðó. ×è íå
ïîìèëÿ¹òüñÿ âií? Âiäïîâiäü îáãðóíòóéòå.

4. Íà îñòðîâi Êîíòðàñòiâ æèâóòü ëèöàði i áðåõóíè. Ëèöàði çàâæäè ãîâîðÿòü
ïðàâäó, áðåõóíè çàâæäè áðåøóòü. Äåÿêi æèòåëi îñòðîâó çðîáèëè çàÿâó, ùî
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íà îñòðîâi ïàðíà êiëüêiñòü ëèöàðiâ, à âñi iíøi çðîáèëè çàÿâó, ùî íà îñòðîâi
íåïàðíà êiëüêiñòü áðåõóíiâ. ×è ìîæå êiëüêiñòü æèòåëiâ îñòðîâó áóòè ðiâíîþ
2001?

8 êëàñ
1. Äîâåñòè, ùî êîëè ñóìà äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ 2001, òî ¨õ

äîáóòîê íå äiëèòüñÿ íà 2001.
2. Äîâåñòè,ùî ñóìà âåëè÷èí äâîõ êóòiâ îïóêëîãî ÷îòèðèêóòíèêà áiëüøà çà

ðiçíèöþ âåëè÷èí äâîõ iíøèõ éîãî êóòiâ.
3. ×è ìîæíà âñåðåäèíi òðèêóòíèêà iç ñèíiìè âåðøèíàìè âiäìiòèòè 10 ñèíiõ

i 20 ÷åðâîíèõ òî÷îê òàê, ùîá æîäíi òðè ñèíi òî÷êè íå ëåæàëè íà îäíié ïðÿìié
i ùîá âñåðåäèíi áóäü-ÿêîãî òðèêóòíèêà iç ñèíiìè âåðøèíàìè áóëà õî÷à á îäíà
÷åðâîíà òî÷êà?

4. Ïðîéøîâøè 3/8 äîâæèíè ìîñòó, âiñëþê Ià-Ià ïîìiòèâ ïîçàäó ñåáå íà
äîðîçi àâòîìîáiëü, ÿêèé ðóõà¹òüñÿ ç øâèäêiñòþ 60 êì/ãîä. ßêùî âiñëþê
ïîáiæèòü íàçàä, òî âií çóñòðiíåòüñÿ ç àâòîìîáiëåì íà ïî÷àòêó ìîñòó, à ÿêùî
âïåðåä, òî àâòîìîáiëü íàçäîæåíå éîãî â êiíöi ìîñòó. Ç ÿêîþ øâèäêiñòþ áiãà¹
Ià-Ià?

5. Â ðiâíîáåäðåíié òðàïåöi¨ ABCD (AB = CD,BC < AD ) ïðîâåäåíi
âèñîòà BH i äiàãîíàëü BD. Ç'ÿñóâàëîñÿ, ùî öÿ äiàãîíàëü ¹ áiñåêòðèñîþ êóòà
CDA. Äîâåñòè, ùî êóò HBD äîðiâíþ¹ ñóìi êóòiâ ABH iCBD.

9 êëàñ
1. Òî÷êà C ëåæèòü âñåðåäèíi ïðÿìîãî êóòà MON . Íà ïðîìåíi OM

âiäìiòèëè òî÷êó A, à íà ïðîìåíi ON - òî÷êó B. Äîâåñòè, ùî
AB + BC + CA > 2 ·OC

.
2. Äîâåñòè, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó íàòóðàëüíîìó n áóäå öiëèì ÷èñëî

10n − 1

81
− n

9
.

3. Íà ïàïåði â êëiòèíêó íàìàëüîâàíèé êâàäðàò 100 × 100. ßêó íàéìåíøó
êiëüêiñòü éîãî êëiòèíîê ïîòðiáíî çàôàðáóâàòè, ùîá ó íåçàôàðáîâàíó ÷àñòèíó
íåìîæíà áóëî ïîìiñòèòè ôiãóðó íàñòóïíîãî âèãëÿäó

4. Íåõàé E � ñåðåäèíà ñòîðîíè AB ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà ABC. Â
ïëîùèíi öüîãî òðèêóòíèêà âiäìiòèëè òî÷êó K òàê, ùî òðèêóòíèê CKE

ðiâíîñòîðîííié òà òî÷êè B iK ëåæàòü ïî îäèí áiê âiä ïðÿìî¨ CE. Äîâåñòè,
ùî ïðÿìi AC i BK ïàðàëåëüíi.

5. ×è ìîæóòü äâà ðiçíi çâè÷àéíi íåñêîðîòíi äðîáè, çíàìåííèêè ÿêèõ 7 i 17,
âiäðiçíÿòèñÿ ìåíøå, íiæ íà 0,005?
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10 êëàñ

1. Ïîáóäóâàòè ãðàôiê ôóíêöi¨

y =
|x + 1|+ |x− 1|
|x + 1| − |x− 1| .

2. Äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ç'ÿñóâàëîñÿ, ùî â äåñÿòêîâîìó çàïèñi
÷èñëà n2 ïåðåäîñòàííÿ öèôðà � íåïàðíà. Çíàéòè îñòàííþ öèôðó ÷èñëà n2.

3. Äâà àâòîìîáiëi îäíî÷àñíî âè¨õàëè íàçóñòði÷ îäèí îäíîìó ç ïóíêòiâ A i
B. Ïåðøèé ïðè¨õàâ â B ÷åðåç 9ãîä. ïiñëÿ çóñòði÷i, à äðóãèé ïðè¨õàâ â A ÷åðåç
4ãîä. ïiñëÿ çóñòði÷i. Ñêiëüêè ÷àñó âîíè ¨õàëè äî çóñòði÷i?

4. Òî÷êà O � öåíòð êîëà, îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà ABC. ×åðåç
òî÷êè A i C ïðîâåëè êîëî, ÿêå äîòèêà¹òüñÿ ïðÿìèõ OA i OC. Äîâåñòè, ùî
äðóãi òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìèõ AB i BC ç ïðîâåäåíèì êîëîì ¹ êiíöÿìè éîãî
äiàìåòðà.

5. Äâî¹ ãðàþòü â òàêó ãðó: íà ñòîëi ëåæèòü êîðîáêà ñiðíèêiâ, i âîíè ïî
÷åðçi áåðóòü çâiäòè ñiðíèêè. Çà îäèí õiä äîçâîëÿ¹òüñÿ âçÿòè âiä îäíîãî äî
äåñÿòè ñiðíèêiâ. Âèãðà¹ òîé, õòî çàáåðå îñòàííié ñiðíèê. Õòî âèãðà¹: òîé õòî
ïî÷èíà¹ ãðó ÷è éîãî ñóïåðíèê, ÿêùî â êîðîáöi 2001 ñiðíèê?

11 êëàñ

1. Ïîáóâàòè ãðàôiê ôóíêöi¨:

y = |2x − 2|+ 2x.

2. Ó òðèêóòíié ïiðàìiäi SABC ái÷íå ðåáðî SA ïåðïåíäèêóëÿðíå äî îñíîâè
ABC. Äîâåñòè, ùî êóò BSC ìåíøèé çà êóò BAC, ÿêùî âiäîìî, ùî êóòè
òðèêóòíèêà ABC ïðè éîãî âåðøèíàõ B i C � íå òóïi.

3. Â ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ç îäíi¹¨ âåðøèíè ïðîâåëè âèñîòó, ç
äðóãî¨ � áiñåêòðèñó, ç òðåòüî¨ � ìåäiàíó. ×è ìîæå ñòàòèñÿ òàê, ùî ïðîâåäåíi
ìåäiàíà i áiñåêòðèñà ðîçäiëÿòü âèñîòó íà òðè ðiâíi âiäðiçêè?

4. Äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà x ÷èñëà sin 2x, sin 5x i sin 7x ðàöiîíàëüíi. Äîâåñòè,
ùî ÷èñëî sin 12x òàêîæ ðàöiîíàëüíå.

5. Äâî¹ ãðàâöiâ ïî ÷åðçi âñòàâëÿþòü â çàïèñ ...x +... = ...x + ... çàìiñòü
ïðîïóñêiâ (òðèêðàïîê) ïî îäíîìó iç äàíèõ ðiçíèõ ÷èñåë a, b, c, d (â áóäü-ÿêîìó
ïîðÿäêó, àëå áåç ïîâòîðåíü). Êîëè âñi ïðîïóñêè çàïîâíÿòüñÿ, ðîçâ'ÿçóþòü
îäåðæàíå ëiíiéíå ðiâíÿííÿ. ßêùî éîãî êîðiíü � äîäàòíå ÷èñëî, âèãðà¹
ïåðøèé ãðàâåöü, iíàêøå � äðóãèé. Õòî âèãðà¹ ïðè ïðàâèëüíié ãði?

Âiäïîâiäi i âêàçiâêè
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6 êëàñ

1. Âiäïîâiäü. 2222− 999 + 11− 0 = 1234.
2. Âiäïîâiäü. 95421.
3. Âêàçiâêà. Çàíóìåðóéòå ìîíåòè ÷èñëàìè 1, 2, 3,..., 7. Ïåðøèì

çâàæóâàííÿì ïîðiâíÿ¹ìî ìîíåòè 1, 2, 3 ç ìîíåòàìè 4, 5, 6. à) ßêùî ìàñè ðiâíi,
òî â êîæíié òðiéöi ïî îäíié ôàëüøèâié ìîíåòi, à ìîíåòà 7 ñïðàâæíÿ. Òîäi
íàñòóïíèì çâàæóâàííÿì ïîðiâíþ¹ìî ìîíåòè 1 i 2. ßêùî ¨õ ìàñà îäíàêîâà, òî
âîíè ñïðàâæíi, à ÿêùî æ íi, òî âàæ÷à ç ìîíåò 1 ÷è 2, ìîíåòà 3 i ìîíåòà 7 �
ñïðàâæíi. á) ßêùî ïðè ïåðøîìó çâàæóâàííi ïåðåâàæèëà îäíà iç ãðóï, òî âñi
¨¨ ìîíåòè ñïðàâæíi.

4. Âêàçiâêà. Ïîêàæiòü, ùî íà äîøöi íå ìîæå áóòè íàïèñàíî áiëüøå îäíîãî
÷èñëà, à òàêîæ áiëüøå îäíîãî âiä'¹ìíîãî ÷èñëà. Îòæå íàïèñàíî àáî äâà, àáî
òðè ÷èñëà. Íàâåäiòü ïðèêëàäè.

5. Âêàçiâêà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç n ðiê íàðîäæåííÿ â÷èòåëÿ, à ÷åðåç m éîãî
âiê. Òîäi çà óìîâîþ çàäà÷i n + (n + m) − (n + 20) − (n + 30) = 16. Çâiäêè
m = 66. Âiäïîâiäü. 66 ðîêiâ.

7 êëàñ

1. Âêàçiâêà. Êîæíèé óâiìêíåíèé òðiéíèê äîäà¹ äî ìåðåæi äâi ðîçåòêè.
Âiäïîâiäü. 31.

2. Âiäïîâiäü. 45◦.
3. Âiäïîâiäü. Áóðàòiíî ïîìèëÿ¹òüñÿ. Âêàçiâêà. Íåõàé a1 i a2 ÷åðâîíi, b

ñèí¹, à c ÷îðíå. Òîäi a1b ÷îðíå, à a2(a1b) ñèí¹. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî ÷èñëî a1a2

ñèí¹, áî a2(a1b) = (a1a2)b. Çàìiíèâøè â öèõ ìiðêóâàííÿõ ÷èñëî b íà ÷èñëî c,
îäåðæèìî, ùî ÷èñëî a1a2 ÷îðíå. Ïðîòèði÷÷ÿ.

4. Âiäïîâiäü. Íi, íå ìîæå. Âêàçiâêà. Ïðèïóñòèìî, ùî ìîæå. Îñêiëüêè
÷èñëî 2001 íåïàðíå, òî àáî êiëüêiñòü ëèöàðiâ ïàðíà, à áðåõóíiâ íåïàðíà, àáî
êiëüêiñòü ëèöàðiâ íåïàðíà, à áðåõóíiâ ïàðíà. Ó ïåðøîìó âèïàäêó, âñi õòî
çðîáèâ ïåðøó çàÿâó � ëèöàði, à âñi õòî çðîáèâ äðóãó � òàêîæ ëèöàði,ùî
íåìîæëèâî, áî íà îñòðîâi æèâå õî÷à á îäèí áðåõóí. Àíàëîãi÷íå ïðîòèði÷÷ÿ
îäåðæó¹ìî i â äðóãîìó âèïàäêó.

5. Âiäïîâiäü. Òàê, ïðàâèé. Âêàçiâêà. Iç ðîçòàøóâàíü êóáèêiâ A i B

âèïëèâà¹, ùî âîíè ïðèêëàäåíi îäèí äî îäíîãî ÷åòâiðêàìè i òîìó, ïðîòè
ãðàíi ç îäèíèöåþ â óñiõ êóáèêàõ ðîçòàøîâàíà ãðàíü ç ÷åòâiðêîþ. Äàëi iç
ðîçòàøóâàíü êóáèêiâ B i C âèïëèâà¹, ùî âîíè ïðèêëàäåíi îäèí äî îäíîãî
øiñòêàìè, i òîìó ïðîòè ãðàíi ç äâiéêîþ ðîçòàøîâàíà ãðàíü ç øiñòêîþ, à çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî ïðîòè òðiéêè ðîçòàøîâàíà ï'ÿòiðêà, öå ñóïåðå÷èòü ïðàâèëüíîìó
ðîçòàøóâàííi êóáèêiâ C i D.
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8 êëàñ

1. Âêàçiâêà. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî 2001 = 3 · 23 · 29. Íåõàé a i b òàêi
íàòóðàëüíi ÷èñëà, ùî a + b = 2001 i (ab)

...2001. Òîäi (ab)
...3. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî

a
...3 àáî b

...3. ßêùî, íàïðèêëàä, a
...3, òî ç óìîâè âèïëèâà¹,ùî i b

...3. Àíàëîãi÷íî
äîâîäèòüñÿ, ùî a

...23 i b
...23, à òàêîæ a

...29 i b
...29. Òîìó a

...2001 i b
...2001, òîáòî

a > 2001 i b > 2001, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi a + b = 2001.
2. Íåõàé α, β, γ, δ � êóòè îïóêëîãî ÷îòèðèêóòíèêà. Öå îçíà÷à¹, ùî âñi

âîíè çíàõîäÿòüñÿ â ìåæàõ âiä 0◦ äî 180◦. Îñêiëüêè δ < 180◦, òî 2δ < 360◦ =
α + β + γ + δ. Çâiäêè δ − γ < α + β.

3. Âiäïîâiäü. Íi, íå ìîæíà. Âêàçiâêà. Ïðè áóäü-ÿêîìó ðîçòàøóâàííi ñèíiõ
òî÷îê äàíèé òðèêóòíèê ìîæíà ðîçáèòè íà ìàëåíüêi òðèêóòíèêè iç ñèíiìè
âåðøèíàìè. ◦õ êiëüêiñòü íå çàëåæèòü âiä ñïîñîáó ðîçáèòòÿ i äîðiâíþ¹ 2k + 1,
äå k � ÷èñëî ñèíiõ òî÷îê âñåðåäèíi äàíîãî òðèêóòíèêà.

4. Âiäïîâiäü. 15 êì/ãîä. Âêàçiâêà. ßêùî äîâæèíà ìîñòó l êì, âiäñòàíü âiä
àâòîìîáiëÿ äî ïî÷àòêó ìîñòó s êì, à øâèäêiñòü Ià-Ià x êì/ãîä, òî

s

60
=

3

8
l

x
,

s + l

60
=

5

8
l

x
.

Çâiäêè çíàõîäèìî, ùî s =
3

8
l i x = 15.

5. Âêàçiâêà. Íåõàé ∠HBD = α, ∠ABH = β i ∠CBD = γ. Îñêiëüêè DB �
áiñåêòðèñà êóòà CDA, òî ∠CDB = ∠BDA, à âðàõîâóþ÷è ïàðàëåëüíiñòü BC

i AD, ìà¹ìî, ùî ∠CDB = ∠CBD = γ. Îòæå, ∠BAD = ∠CDA = 2γ (áî
òðàïåöiÿ ðiâíîáåäðåíà). Òîìó 2γ + β = 90◦ = α + β, çâiäêè α = β + γ.

9 êëàñ

1. Âêàçiâêà. Âiäîáðàçèòè òî÷êó C ñèìåòðè÷íî âiäíîñíî ïðÿìèõ OM i ON ,
à äàëi ñêîðèñòàòèñÿ òèì, ùî äîâæèíà ëàìàíî¨ áiëüøà çà äîâæèíó âiäðiçêà,
ùî ç'¹äíó¹ ¨¨ êiíöi.

2. Âêàçiâêà. Ïîìi÷à¹ìî, ùî 10n − 1 = 99...9︸ ︷︷ ︸
n

. Äàëi ñêîðèñòàòèñÿ îçíàêîþ

ïîäiëüíîñòi íà 9.
3. Âiäïîâiäü. 5000. Âêàçiâêà. Ðîçáèòè äàíèé êâàäðàò íà 50 · 50 =

2500 êâàäðàòiâ 2 × 2. Â êîæíîìó ç öèõ êâàäðàòiâ ïîòðiáíî çàôàðáóâàòè
ùîíàéìåíøå 2 êëiòèíêè. Îòæå, çàôàðáîâàíèõ êëiòèíîê ïîâèííî áóòè íå
ìåíøå, íiæ 2 · 2500 = 5000. Äàëi ïîòðiáíî íàâåñòè ïðèêëàä ïîòðiáíîãî
ðîçôàðáóâàííÿ.

4. Âêàçiâêà. ∠CBE = ∠CKE = 60◦. Îòæå, òî÷êè C, E, B, K ëåæàòü íà
îäíîìó êîëi. Òîìó ∠ACB = 60◦ = ∠CEK = ∠CBK, òîáòî AC||BC.
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5. Âiäïîâiäü. Íi. Âêàçiâêà. Íåõàé m i n � íàòóðàëüíi ÷èñëà, âçà¹ìíî ïðîñòi
ç 7 i 17 âiäïîâiäíî, òîäi

∣∣∣m
7
− n

17

∣∣∣ =
|17m− 7n|

7 · 17

1

7 · 17
> 0, 005,

áî 17m− 7n 6= 0.

10 êëàñ

1. Âêàçiâêà. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä iíòåðâàëiâ, îäåðæèìî

y =

{
x, x ∈ (−∞;−1) ∪ (1; +∞) ,
1

x
, x ∈ [−1; 0) ∪ (0; 1] .

2. Âiäïîâiäü. 6.
3. Âiäïîâiäü. 6 ãîä. Âêàçiâêà. Íåõàé x êì/ãîä � øâèäêiñòü àâòîìîáiëÿ,

ÿêèé âè¨õàâ ç ïóíêòó A, à y êì/ãîä � øâèäêiñòü àâòîìîáiëÿ, ÿêèé âè¨õàâ ç
ïóíêòó B, òîäi âiäñòàíü âiä A äî ìiñöÿ çóñòði÷i äîðiâíþ¹ 4y êì, à âiäñòàíü
âiä B äî ìiñöÿ çóñòði÷i äîðiâíþ¹ 9x êì. Îòæå, t =

4y

x
=

9x

y
- øóêàíèé ÷àñ.

4. Âêàçiâêà. Íåõàé O1 � öåíòð êîëà, ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç A i C òà
äîòèêà¹òüñÿ äî OA i OC, òîäi ∠OAO1 = ∠OCO1 = 90◦. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
M i N äðóãi òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìèõ AB i BC ç êîëîì O1 . Äàëi äîâåäiòü, ùî
ñóìà êóòiâ AO1M i CO1N äîðiâíþ¹ 2B̂. Çâiäñè é ñëiäó¹, ùî òî÷êè M , O1, N

êîëiíåàðíi.
5. Âiäïîâiäü. Âèãðà¹ ïåðøèé ãðàâåöü. Âêàçiâêà. Ïåðøèé ãðàâåöü ñâî¨ì

ïåðøèì õîäîì çàáèðà¹ 10 ñiðíèêiâ i â êîðîáöi çàëèøèòüñÿ 1991 ñiðíèê.
Îñêiëüêè 1991

...11, òî äàëi ñòðàòåãiÿ ãðè ïåðøîãî ãðàâöÿ òàêà: ÿêùî äðóãèé
ãðàâåöü çàáèðà¹ n ñiðíèêiâ (1 6 n 6 10 ), òî ïåðøèé çàáèðà¹ 11− n ñiðíèêiâ.
Ïiñëÿ öüîãî çàãàëüíà êiëüêiñòü ñiðíèêiâ â êîðîáöi çìåíøèòüñÿ íà 11. Ãðàþ÷è
â òàêèé ñïîñiá, ïåðøèé ãðàâåöü çäîáóäå ïåðåìîãó.

11 êëàñ

1. Âêàçiâêà. Çàñòîñóéòå ìåòîä iíòåðâàëiâ. Îäåðæèìî

y =

{
2, x ∈ (−∞; 1) ;
2x+1 − 2, x ∈ [1; +∞) .

2. Âêàçiâêà. Çàñòîñóéòå òåîðåìó êîñèíóñiâ äî òðèêóòíèêiâ ABC i SBC.
3. Âiäïîâiäü. Íi, íå ìîæå. Âêàçiâêà. Íåõàé áiñåêòðèñà BL ïåðåòèíà¹ âèñîòó

AH â òî÷öi P , à ìåäiàíà CM ïåðåòèíà¹ ¨¨ â òî÷öi Q. Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì
âiä ñóïðîòèâíîãî, ñïî÷àòêó äîâåäiòü, ùî Q ëåæèòü ìiæ A i P , à ïîòiì

8



îäåðæiòü ïðîòèði÷÷ÿ ç òîãî, ùî ñåðåäíÿ ëiíiÿ MN ïåðåòèíà¹ âèñîòó AH
íàâïië.

4. Âêàçiâêà. ßêùî sin 2x 6= 0, òî òâåðäæåííÿ çàäà÷i âèïëèâà¹ iç òîòîæíîñòi
sin 2x · sin 12x = sin2 7x− sin2 5x; ÿêùî æ sin 2x = 0, òî i sin 12x = 0.

5. Âiäïîâiäü. Âèãðà¹ äðóãèé. Âêàçiâêà. Ìîæíà ââàæàòè, ùî a < b <

c < d. Ðîçiá'¹ìî öi ÷èñëà íà ïàðè {a; b} i {c; d}. Ïiñëÿ õîäó ïåðøîãî
ãðàâöÿ äðóãèé ñòàâèòü äðóãå ÷èñëî òi¹¨ æ ïàðè â òó æ ñàìó ÷àñòèíó
ðiâíÿííÿ. Â ðåçóëüòàòi êîåôiöi¹íòè ç îäíi¹¨ ñòîðîíè ðiâíÿííÿ áóäóòü ìåíøèìè
çà âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè äðóãî¨ ñòîðîíè ðiâíÿííÿ. Òîìó, ïðè áóäü-ÿêîìó
äîäàòíîìó x îäíà ÷àñòèíà ðiâíîñòi áóäå ìåíøîþ çà äðóãó. À öå îçíà÷à¹, ùî
æîäíå äîäàòíå ÷èñëî íå áóäå êîðåíåì ðiâíÿííÿ.
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Òðåòié åòàï 42-î¨ Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè þíèõ
ìàòåìàòèêiâ

Â öüîìó íàâ÷àëüíîìó ðîöi òåêñòè çàâäàíü òðåòüîãî (îáëàñíîãî) åòàïó
Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè ãîòóâàëèñÿ îêðåìî â êîæíié îáëàñòi. ßê ïðèêëàä,
ìè íàâîäèìî çàäà÷i, ùî ïðîïîíóâàëèñÿ øêîëÿðàì ó Âiííèöüêèé îáëàñòi.

Çàâäàííÿ
7 êëàñ

1. Â êîìïàíi¨ ç òðüîõ ÷îëîâiê îäèí - ïðàâäèâèé, òîáòî çàâæäè ãîâîðèòü
ïðàâäó, îäèí - áðåõóí, òîáòî çàâæäè áðåøå, i îäèí - äèïëîìàò, òîáòî ãîâîðèòü
ïðàâäó àáî áðåøå íà ñâié ðîçñóä. Ùîá óçíàòè, õòî ç íèõ ¹ õòî, êîæíîãî
çàïèòàëè, õòî âií ¹. Ïåðøèé âiäïîâiâ, ùî âií ïðàâäèâèé, äðóãèé - ùî âií
áðåõóí, à òðåòié - ùî âií ïðàâäèâèé, àáî áðåõóí. Õòî ç íèõ ¹ õòî? Âiäïîâiäü
îáãðóíòóâàòè.

2. Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî 1334 00...00︸ ︷︷ ︸
2002

4669 äiëèòüñÿ íà 2001.

3. Ïiñëÿ òîãî ÿê Íàòàëêà ç'¨ëà ïîëîâèíó ñëèâ iç áàíêè, ðiâåíü êîìïîòó
ïîíèçèâñÿ íà îäíó òðåòèíó. Íà ÿêó ÷àñòèíó (âiä îäåðæàíîãî ðiâíÿ)
ïîíèçèòüñÿ ðiâåíü êîìïîòó, ÿêùî âîíà ç'¨ñòü ïîëîâèíó ñëèâ, ùî çàëèøèëèñü?

4. Êëiòèíêè êâàäðàòà 100 × 100 ïîôàðáîâàíi â áiëèé i ÷îðíèé êîëüîðè â
øàõîâîìó ïîðÿäêó. Êâàäðàò ðîçðiçàëè íà êâàäðàòè ç íåïàðíèìè ñòîðîíàìè,
i â êîæíîìó êâàäðàòi âiäìiòèëè öåíòðàëüíó êëiòèíêó. Äîâåäiòü, ùî áiëèõ i
÷îðíèõ êëiòèíîê âiäìi÷åíî ïîðiâíó.

5. � ëiíiéêà äîâæèíîþ 9 ñì áåç ïîäiëîê. ßêó íàéìåíøó êiëüêiñòü ïîäiëîê
ïîòðiáíî íàíåñòè íà ëiíiéêó, ùîá çà äîïîìîãîþ íå¨ ìîæíà áóëî âiäêëàñòè
âiäðiçêè äîâæèíîþ 1 ñì, 2 ñì, 3 ñì, ..., 9 ñì, ïðèêëàâøè ëiíiéêó ëèøå îäèí
ðàç (â êîæíîìó âèïàäêó)?

8 êëàñ

1. ßêèõ ï'ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë áiëüøå: ÿêi íå äiëÿòüñÿ íà 5, ÷è òèõ, ó ÿêèõ
íi ïåðøà, íi äðóãà çëiâà öèôðè íå ï'ÿòiðêè?

2. Â ÿùèêó ó Êàðëñîíà ëåæàòü öóêåðêè òðüîõ ñîðòiâ: ç ãîðiõàìè, ç
ðîäçèíêàìè, ç ïîëóíèöÿìè. Êàðëñîíà ñòâåðäæó¹, ùî ÿêi á ñòî öóêåðîê
íå âèéíÿëè ç éîãî ÿùèêà, ñåðåä íèõ îáîâ'ÿçêîâî çóñòðiíóòüñÿ öóêåðêè ç
ðîäçèíêàìè i ç ïîëóíèöÿìè. ßêà íàéáiëüøà êiëüêiñòü öóêåðîê ìîæå áóòè â
ÿùèêó ó Êàðëñîíà?
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3. � ï'ÿòü ìåòàëåâèõ êóëüîê i øàëüêîâi òåðåçè áåç ãèðüîê. ßêiñü òðè ç
íèõ âàæàòü ïî 10, à ïðî iíøi äâi âiäîìî, ùî âîíè âàæàòü îäíàêîâî. ßê çà
äîïîìîãîþ äâîõ çâàæóâàíü çíàéòè õî÷à á îäíó 10-ãðàìîâó êóëüêó?

4. Äîâåäiòü, ùî öåíòðè êâàäðàòiâ, çîâíi ïîáóäîâàíèõ íà ñòîðîíàõ
äîâiëüíîãî ïàðàëåëîãðàìà, ¹ âåðøèíàìè äåÿêîãî êâàäðàòà.

5. Çàäóìàëè äâà íàòóðàëüíèõ ÷èñëà. Ìàòåìàòèêó A ñïîâiñòèëè ¨õ ñóìó,
à ìàòåìàòèêó B - ñóìó ¨õ êâàäðàòiâ. ßêùî A é B îáìiíÿþòüñÿ ñâî¹þ
iíôîðìàöi¹þ, òî âîíè, íàïåâíî, âèçíà÷àòü öi ÷èñëà. Àëå âîíè âèçíà÷èëè ¨õ
ó ïðîöåñi òàêî¨ ðîçìîâè: B. - ß íå çíàþ, ÿêi öå ÷èñëà. A. - ◦õ ñóìà áiëüøà
äåñÿòè. B. - Òîäi ÿ çíàþ, ÿêi öå ÷èñëà. Çíàéäiòü i âè öi ÷èñëà.

9 êëàñ

1. Ïðî äiéñíi ÷èñëà x, y, z âiäîìî, ùî
x

y
+

y

z
+

z

x
=

y

x
+

z

y
+

x

z
.

Äîâåäiòü, ùî õî÷à á äâà ç öèõ ÷èñåë ðiâíi ìiæ ñîáîþ.
2. Íåõàé K - ñåðåäèíà ãiïîòåíóçè AB òðèêóòíèêà ABC, à M - òî÷êà, ÿêó

âiäìiòèëè íà êàòåòi AC òàê, ùî AM = 2 · CM. Äîâåäiòü, ùî ∠MKC =
∠ABM.

3. Íåõàé a, b, c - ÷èñëà ç ïðîìiæêó [0; 1] . Äîâåñòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

abc + 2 > a + b + c.

4. ×è iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ùî ÷èñëî 2002n−1 äiëèòüñÿ íà ÷èñëî
6n − 1 ?

5. Â êîæíié êëiòèíöi òàáëèöi 2002 × 2004 ñòî¨òü 1. Äîçâîëÿ¹òüñÿ âèáðàòè
äîâiëüíèé êâàäðàòèê 2 × 2 i çàìiíèòè â íüîìó çíàê ó âñiõ ÷èñåë. ×è ìîæíà
çà äîïîìîãîþ òàêèõ äié îäåðæàòè øàõîâå ðîçìiùåííÿ çíàêiâ â òàáëèöi?
Âiäïîâiäü îáãðóíòóéòå.

10 êëàñ

1. Â êîìïàíi¨ iç øåñòè ÷îëîâiê îäèí ïðàâäèâèé, òîáòî çàâæäè ãîâîðèòü
ïðàâäó, äâî¹ - äèïëîìàòè, òîáòî ãîâîðÿòü ïðàâäó àáî áðåøóòü íà ñâié ðîçñóä,
à iíøi - áðåõóíè, òîáòî çàâæäè áðåøóòü. Ùîá âçíàòè, õòî ç íèõ ¹ õòî,
êîæíîãî çàïèòàëè, õòî âií ¹. Ïåðøèé âiäïîâiâ, ùî âií ïðàâäèâèé, äðóãèé - ùî
äèïëîìàò, òðåòié - ùî âií áðåõóí, ÷åòâåðòèé - ùî âií íå ïðàâäèâèé, ï'ÿòèé -
ùî âií íå äèïëîìàò, à øîñòèé - ùî âií íå áðåõóí. Õòî ç íèõ ¹ õòî?

2. Çíàéòè íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, êâàäðàò ÿêîãî (éîãî äåñÿòêîâèé
çàïèñ) çàêií÷ó¹òüñÿ íà 2001.
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3. Äîâåñòè, ùî êîëè sin x + sin y + sin z >
√

5, òî cos x + cos y + cos z 6 2.
4. Êîëî äîòèêà¹òüñÿ ñòîðií êóòà ABC â òî÷êàõ A i C. Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü

÷åðåç òî÷êó B, ïåðåòèíà¹ êîëî â òî÷êàõ D i E, ïðè÷îìó AE ‖ BC. Ïðÿìi AD

i BC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi F. Çíàéòè BF, ÿêùî AB = 1.
5. Íà äîøöi çàïèñàíi ÷èñëà 1, 2, 3,..., 19, 20. Äîçâîëÿ¹òüñÿ áóäü-ÿêó ïàðó

÷èñåë x òà y ñòåðòè, à çàìiñòü íèõ çàïèñàòè ÷èñëî x + y + 5xy. ×è ìîæíà
íàïðèêiíöi îäåðæàòè ÷èñëî 20022001 ?

11 êëàñ

1. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ
√

1 +
√

1 + x = x.
2. Ïðî òðèêóòíèê ABC âiäîìî, ùî ∠A − ∠B = 90◦ i BC + CA = 2 · AB.

Çíàéòè cos ∠C.

3. Ïðî ôóíêöiþ f : R → R âiäîìî, ùî f(1) = 1 i äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ
x òà y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f(x) + f(y) = f(x + y) − xy − 1. Çíàéòè âñi öiëi
÷èñëà n òàêi, ùî f(n) = n.

4. Âèïóñêíèêè øêîëè, ùî âñòóïàëè äî óíiâåðñèòåòó, ðîçïîâiëè ñâî¹ìó
â÷èòåëþ ïðî ñâî¨ åêçàìåíè ç ìàòåìàòèêè (ïèñüìîâî i óñíî) íàñòóïíå. À í
ä ð i é: Ìî¨ äâi îöiíêè - ÷åòâiðêè. Â à ñ è ë ü: ß îòðèìàâ òðiéêó i ï'ÿòiðêó. Ñ å
ì å í: À ÿ - òðiéêó i ÷åòâiðêó. Ïîòiì âîíè çiçíàëèñü, ùî êîæíèé ñïîâiñòèâ íå
ñâî¨ îöiíêè, à îöiíêè îäíîãî iç äâîõ iíøèõ. Â÷èòåëü ñêàçàâ, ùî âií âèçíà÷èòü
îöiíêè êîæíîãî, ïîïðîñèâøè ëèøå îäíîãî ïðàâèëüíî íàçâàòè áóäü-ÿêó iç
ñâî¨õ îöiíîê. Êîìó âií çàäàâ ñâî¹ çàïèòàííÿ i ÿê âèçíà÷èâ îöiíêè ó÷íiâ, ÿêùî
íà çàïèòàííÿ âií îòðèìàâ âiäïîâiäü: - Ï'ÿòiðêó! ?

5. Òàáëèöÿ 7× 7 çàïîâíåíà ÷èñëàìè 1, 2, 3,..., 48, 49 ïðè÷îìó, áóäü-ÿêi äâà
ïîñëiäîâíèõ ÷èñëà çàïèñàíi â ñóñiäíiõ (ùî ìàþòü ñïiëüíó ñòîðîíó) êëiòèíêàõ.
ßêà íàéáiëüøà êiëüêiñòü ïðîñòèõ ÷èñåë ìîæå îïèíèòèñü â îäíîìó ñòîâïöi?

Âêàçiâêè òà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷
7 êëàñ

1. Âêàçiâêà: Ïîìi÷à¹ìî, ùî íi äðóãèé, íi òðåòié áðåõóíàìè áóòè íå ìîæóòü.
Òîìó áðåõóí - ïåðøèé. Ïiñëÿ öüîãî çðîçóìiëî, ùî äðóãèé ìîæå áóòè ëèøå
äèïëîìàòîì. À òîäi òðåòié - ïðàâäèâèé.

2. Âêàçiâêà: Ïîìi÷à¹ìî, ùî 2001 = 3 · 667, ïðè÷îìó ÷èñëà 3 i 667 âçà¹ìíî
ïðîñòi. Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè ïîäiëüíiñòü äàíîãî ÷èñëà íà 3 i íà 667. Ïåðøà
ïîäiëüíiñòü âèïëèâà¹ ç âiäïîâiäíî¨ îçíàêè ïîäiëüíîñòi (ñóìà öèôð â äàíîìó
÷èñëi äiëèòüñÿ íà 3), à äðóãó ìîæíà âñòàíîâèòè äiëåííÿì "ñòîâï÷èêîì".

3. Âiäïîâiäü: 1

4
. Âêàçiâêà: Îñêiëüêè ïîëîâèíà ñëèâ ñòàíîâèòü 1

3
ðiâíÿ, òî

ïîëîâèíà âiä ïîëîâèíè ñëèâ áóäå ñòàíîâèòè 1

6
ðiâíÿ. Îòæå, îäåðæàíèé ðiâåíü
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(2
3
ðiâíÿ) ïîíèçèòüñÿ íà 1

6
ðiâíÿ, ùî ñêëàäà¹ 1

6
:

2

3
=

1

4
÷àñòèíó îäåðæàíîãî

ðiâíÿ.
4. Âêàçiâêà: Ïîìi÷à¹ìî, ùî â êâàäðàòi ç íåïàðíèìè ñòîðîíàìè êiëüêiñòü

êëiòèíîê, ÿêi ìàþòü êîëið öåíòðàëüíî¨ êëiòèíêè, íà 1 áiëüøà çà êiëüêiñòü
êëiòèíîê iíøîãî êîëüîðó. Íåõàé êâàäðàò 100× 100 ðîçðiçàëè íà n êâàäðàòiâ,
ó ÿêèõ öåíòðàëüíà êëiòèíêà - áiëà, i íà m êâàäðàòiâ, ó ÿêèõ öåíòðàëüíà
êëiòèíêà - ÷îðíà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç k - êiëüêiñòü âñiõ áiëèõ êëiòèíîê ó
êâàäðàòàõ, ó ÿêèõ öåíòðàëüíà êëiòèíêà - áiëà, òîäi â öèõ êâàäðàòàõ k − n
÷îðíèõ êëiòèíîê; ïîçíà÷èìî ÷åðåç l - êiëüêiñòü âñiõ ÷îðíèõ êëiòèíîê, ó ÿêèõ
öåíòðàëüíà êëiòèíêà - ÷îðíà, òîäi â öèõ êâàäðàòàõ l − m áiëèõ êëiòèíîê.
Îñêiëüêè â äàíîìó êâàäðàòi 5000 ÷îðíèõ i 5000 áiëèõ êëiòèíîê, òî k+ l−m =
5000 i k − n + l = 5000. Çâiäêè ñëiäó¹, ùî m = n.

5. Âiäïîâiäü: 3. Âêàçiâêà: Äâîõ ïîäiëîê íåäîñòàòíüî, áî ðàçîì ç êiíöÿìè
ëiíiéêè ìè îòðèìà¹ìî 4 òî÷êè, i ìàòèìåìî ëèøå 4 · 3

2
= 6 âiäðiçêiâ, à íàì

ïîòðiáíî 9 ðiçíèõ çà äîâæèíîþ âiäðiçêiâ. Ïîñòàâèâøè òðè ïîäiëêè â 1, 4 i
7 ñì âiä ëiâîãî êiíöÿ ëiíiéêè, ìè îäåðæèìî ïîòðiáíó íàì ëiíiéêó (ïåðåâiðêó
çðîáiòü ñàìîñòiéíî).

8 êëàñ

1. Âiäïîâiäü: Ïîðiâíó. Âêàçiâêà: Âñüîãî ¹ 100000 − 10000 = 90000
ï'ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë, i êîæíå ï'ÿòå ç íèõ, òîáòî âñüîãî 90000 : 5 = 18000,
äiëÿòüñÿ íà 5. Êiëüêiñòü ÷èñåë, ÿêi íå äiëÿòüñÿ íà 5, áóäå ðiâíîþ90000 −
18000 = 72000. Ç ï'ÿòiðêè ïî÷èíàþòüñÿ ðiâíî 10000 ÷èñåë (ç 50000 ïî
59999), à ñåðåä iíøèõ ìàþòü ¨¨ íà äðóãîìó çëiâà ìiñöi ðiâíî 8000 ÷èñåë (ç
15000 ïî 15999, ç 25000 ïî 25999, i ò. ä. - âñüîãî 8 ñåðié ïî 1000 ÷èñåë).
Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî êiëüêiñòü ïîòðiáíèõ ÷èñåë äðóãîãî âèäó áóäå ðiâíîþ
90000− 10000− 8000 = 72000.

2. Âiäïîâiäü: 197. Âêàçiâêà: Ïîìi÷à¹ìî, ùî êîëè çíàéòè ñóìó ÷èñëà öóêåðîê
áåç ðîäçèíîê ç ÷èñëîì öóêåðîê áåç ïîëóíèöü, òî âîíà áóäå áiëüøîþ ÷èñëà
âñiõ öóêåðîê â ÿùèêó (íà ÷èñëî öóêåðîê ç ãîðiõàìè). ×èñëî öóêåðîê áåç
ðîäçèíîê íå ïåðåâèùó¹ 99 (âðàõîâó¹ìî òâåðäæåííÿ Êàðëñîíà). Òàêå ñàìå
ìîæíà ñòâåðäæóâàòè i ïðî ÷èñëî öóêåðîê áåç ïîëóíèöü. Òîìó ÷èñëî öóêåðîê
â ÿùèêó ìåíøå, íiæ 99+99 = 198, òîáòî íå ïåðåâèùó¹ 197. Ïðèêëàä, êîëè öå
÷èñëî äîñÿãà¹òüñÿ òàêèé: 98 öóêåðîê ç ðîäçèíêàìè, 98 öóêåðîê ç ïîëóíèöÿìè
i 1 öóêåðêà ç ãîðiõàìè, òîáòî âñüîãî 98+98+1=197.

3. Âêàçiâêà: Âèáåðåìî äâi ïàðè êóëüîê i ïîðiâíÿ¹ìî âàãó â êîæíié ïàði.
ßêùî îáèäâà ðàçè òåðåçè áóäóòü â ðiâíîâàçi, òî 10ã ìà¹ êóëüêà, ÿêà íå
çâàæóâàëàñü, òîáòî ï'ÿòà. Òå æ ñàìå áóäå, ÿêùî îáèäâà çâàæóâàííÿ ïîêàçàëè,
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ùî êóëüêè ìàþòü ðiçíó âàãó. ßêùî æ òåðåçè ïîêàçàëè ðiâíîâàãó òiëüêè îäèí
ðàç, òî âðiâíîâàæåíi êóëüêè ìàþòü ìàñó ïî 10ã

4. Âêàçiâêà: Íåõàé O1, O2, O3, O4 - öåíòðè êâàäðàòiâ, ÿêi ïîáóäîâàíi
íà ñòîðîíàõ AB, BC, CD, DA ïàðàëåëîãðàìà ABCD âiäïîâiäíî. Òîäi
òðèêóòíèêè O1AO4 i O1BO2 -ðiâíi (çà äâîìà ñòîðîíàìè i êóòîì ìiæ íèìè).
Çâiäñè ñëiäó¹, ùî O1O4 = O1O2, à ∠O2O1O4 = 90◦.

5. Âiäïîâiäü: 4 i 7. Âêàçiâêà: Íåõàé a i b - øóêàíi íàòóðàëüíi ÷èñëà (ab

), òîäi ç ðîçìîâè ñëiäó¹, ùî iñíóþòü òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà m i n (mn ), ùî
a2 +b2 = m2 +n2, äå a+b > 10 i m+n10. Çâiäñè ïîñëiäîâíî îäåðæó¹ìî: b > 6,
m 6 5, n 6 9, a 6 9. Âèïèñàâøè âñi ìîæëèâi a2 + b2 i m2 + n2 ïîáà÷èìî, ùî
ïîòðiáíà ðiâíiñòü áóäå ëèøå äëÿ ÷èñåë a = 4, b = 7, m = 1 i n = 8.

9 êëàñ

1. Âêàçiâêà: Äàíà ðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà òàêié ðiâíîñòi
(y − x)(x− z)(z − y)

xyz
= 0. Çâiäêè é âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ çàäà÷i.

2. Âêàçiâêà: Ïîìi÷à¹ìî, ùî òðèêóòíèê CKA - ðiâíîáåäðåíèé. Íåõàé N -
ñåðåäèíà MA, òîäi KN - ñåðåäíÿ ëiíiÿ òðèêóòíèêà BMA. Îòæå, KN ||BM

i òîìó ∠MBA = ∠NKA. Àëå òðèêóòíèêè KCM i KAN ðiâíi (çà äâîìà
ñòîðîíàìè i êóòîì ìiæ íèìè). Òîìó, ∠CKM = ∠AKN.

3. Âêàçiâêà: Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = (bc − 1)x − b − c + 2. Âîíà ¹
ëiíiéíîþ ç íå äîäàòíèì êóòîâèì êîåôiöi¹íòîì (áî 0 6 b 6 1 i 0 6 c 6 1 ).
Îòæå, âîíà äîñÿãà¹ ñâîãî íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ íà ïðîìiæêó [0; 1] ïðè x = 1,
òîáòî

f(a) > f(1) = bc− 1− b− c + 2 = (b− 1)(c− 1) > 0.

4. Íåõàé òàêå ÷èñëî n (n ∈ N ) iñíó¹. Îñêiëüêè 6n çàêií÷ó¹òüñÿ öèôðîþ 6,
òî ÷èñëî 6n−1 çàêií÷ó¹òüñÿ íà öèôðó 5. Îòæå, íà 5 äiëèòüñÿ i ÷èñëî 2002n−1.
Çâiäñè ñëiäó¹, ùî n = 4k, äå k ∈ N. Àëå 64k−1 = 362k−1 = (36k−1)(36k +1)

äiëèòüñÿ íà 36−1 = 35, ùî äiëèòüñÿ íà 7. Òîìó é (2002n−1)
...7, ùî íåìîæëèâî,

áî 2002 = 7 · 286.
5. Íåõàé â íàøié òàáëèöi ðÿäêè ìàþòü ïî 2002 êëiòèíêè. Ïîìi÷à¹ìî, ùî

â ðåçóëüòàòi âèêîíàííÿ âêàçàíî¨ äi¨ îñòà÷à âiä äiëåííÿ íà 4 ñóìè ÷èñåë áóäü-
ÿêîãî ðÿäêà íå çìiíþ¹òüñÿ. ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî â ðåçóëüòàòi âêàçàíèõ
äié ìîæíà îäåðæàòè øàõîâå ðîçìiùåííÿ çíàêiâ, òî íà ïî÷àòêó ñóìà ÷èñåë
ïåðøîãî ðÿäêà äîðiâíþ¹ 2002 ≡ 2(mod4), à íà ïðè êiíöi - äîðiâíþ¹ 0, ùî
ñóïåðå÷èòü ïîìi÷åíié âëàñòèâîñòi.

10 êëàñ
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1. Âêàçiâêà: Òðåòié i ÷åòâåðòèé äàëè òàêi âiäïîâiäi, ÿêi ìîæóòü äàòè ëèøå
äèïëîìàòè. Âiäïîâiäü ï'ÿòîãî íå ìîæå áóòè âiäïîâiääþ áðåõóíà, òîìó, ï'ÿòèé
- ïðàâäèâèé. À òîäi ïåðøèé, äðóãèé i øîñòèé - áðåõóíè.

2. Âêàçiâêà: Íåõàé n - íàòóðàëüíå ÷èñëî, êâàäðàò ÿêîãî çàêií÷ó¹òüñÿ
öèôðàìè 2, 0, 0, 1 (ó âêàçàíîìó ïîðÿäêó). Òîäi n2−1 = (n−1)(n+1) äiëèòüñÿ
íà 2000 = 24 · 53, à îñêiëüêè ÍÑÄ(n− 1; n + 1) 6 2, òî îäíå ç ÷èñåë n− 1 ÷è
n + 1 äiëèòüñÿ íà 53 = 125. ßêùî n − 1 êðàòíå 125, òî n ∈ {1, 126, 251, ...} ,

à ÿêùî n + 1 êðàòíå 125, òî n ∈ {124, 249, 374, ...} . Ïðîñòîþ ïåðåâiðêîþ
âñòàíîâëþ¹ìî, ùî íàéìåíøèì ÷èñëîì ç ïîòðiáíîþ íà âëàñòèâiñòþ ¹ 249.

3. Âêàçiâêà: Ïðèïóñòèìî, ùî cos x + cos y + cos z > 2 ïðè äåÿêèõ x, y, z.
Òîäi

(sin x + sin y + sin z)2 + (cos x + cos y + cos z)2 > (
√

5)2 + 22,

3 + 2(cos(x− y) + cos(y − z) + cos(z − x)) > 9,

çâiäêè cos(x−y)+cos(y−z)+cos(z−x) > 3. Î÷åâèäíî, ùî îñòàííÿ íåðiâíiñòü
âèêîíóâàòèñÿ íå ìîæå, áî cos α 6 1 ïðè áóäü-ÿêîìó α. Òâåðäæåííÿ çàäà÷i
äîâåäåíî âiä ñóïðîòèâíîãî.

4. Âêàçiâêà: Íåõàé äîòè÷íà äî êîëà, ïðîâåäåíà â òî÷öi E, ïåðåòèíà¹ ïðÿìó
BC â òî÷öi P. Òîäi ∠BPE = ∠ABF, áî äóãè AC i CE, ÿêi ëåæàòü ìiæ
ïðÿìèìè BP i AE, ðiâíi. Çâiäñè PC = PE = BA = BC i ∠PBE =
1

2

( ^

CE−
^

CD
)

=
1

2

^

AD = ∠BAF. Òðèêóòíèêè BAF i BEP ïîäiáíi, ïðè÷îìó

BF : BA = PE : PB = 1 : 2. Îòæå, BF =
1

2
.

5. Âêàçiâêà: Çà ìîäóëåì 5 îäåðæàíå íàïðèêiíöi ÷èñëî åêâiâàëåíòíå ñóìi
äàíèõ ÷èñåë 1 + 2 + 3 + ... + 20 = 210 ≡ 0(mod5), òîáòî îäåðæàíå íàïðèêiíöi
÷èñëî äiëèòüñÿ íà 5, ÷îãî íå ìîæíà ñêàçàòè ïðî 20022001.

11 êëàñ

1. Âiäïîâiäü: x =
1 +

√
5

2
. Âêàçiâêà: Äàíå ðiâíÿííÿ ðiâíîñèëüíå òàêié

ñèñòåìi {
x > 1,
1 = (x− 1)2(x + 1).

Çâiäñè çíàõîäèìî, ùî x =
1 +

√
5

2
.

2. Âiäïîâiäü: cos ∠C =
3

4
. Âêàçiâêà: Çàñòîñóéòå òåîðåìó ñèíóñiâ.

3. Âiäïîâiäü: n = −2, n = 1. Âêàçiâêà: Íåõàé x = 1,òîäi f(y + 1) − f(y) =
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y + 2. Íåõàé y = 0, òîäi f(0) = −1. Äëÿ öiëîãî n > 0, ìà¹ìî

f(n)− f(0) =
n−1∑
y=0

(f(y + 1)− f(y)) =
n−1∑
n=0

(y + 2) =
(n + 1)(n + 2)

2
− 1,

òîáòî f(n) =
n2 + 3n− 2

2
. Àíàëîãi÷íî, ïðè öiëîìó n < 0 òàêîæ ìà¹ìî f(n) =

n2 + 3n− 2

2
. Ðiâíiñòü f(n) = n âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n = 1 àáî

n = −2.
4. Âêàçiâêà: Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî ìîæëèâi ëèøå äâà âàðiàíòè

ðîçïîäiëó îöiíîê: Àíäðié - 3 i 5, Âàñèëü - 3 i 4, Ñåìåí - 4 i 4, àáî Àíäðié
- 3 i 4, Âàñèëü - 4 i 4, Ñåìåí - 3 i 5, ÿêi îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ïî áóäü-
ÿêié îöiíöi Ñåìåíà (àëå íå Àíäðiÿ, i íå Âàñèëÿ). Âiäïîâiäü: Â÷èòåëü çàäàâ
ñâî¹ çàïèòàííÿ Ñåìåíó. Îñêiëüêè âií âiäïîâiâ "5êó, òî Àíäðié îäåðæàâ 3 i 4,
Âàñèëü - 4 i 4, à Ñåìåí - 3 i 5.

5. Âiäïîâiäü: Ï'ÿòü. Âêàçiâêà: Ïîôàðáó¹ìî êëiòèíêè òàáëèöi â äâà êîëüîðè
â øàõîâîìó ïîðÿäêó. Iç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî âñi ïàðíi ÷èñëà îïèíÿþòüñÿ
â êëiòèíêàõ îäíîãî êîëüîðó, à âñi íåïàðíi - â êëiòèíêàõ äðóãîãî êîëüîðó.
Îñêiëüêè ó áóäü-ÿêîìó ñòîâï÷èêó òðè êëiòèíêè îäíîãî êîëüîðó i ÷îòèðè
äðóãîãî, òî â íüîìó áóäå òðè ïàðíèõ i ÷îòèðè íåïàðíèõ ÷èñëà, àáî ÷îòèðè
ïàðíèõ i òðè íåïàðíèõ ÷èñëà. Îñêiëüêè ñåðåä ïðîñòèõ ÷èñåë ïàðíèõ ÷èñåë
ëèøå îäíå, òî âñüîãî ïðîñòèõ ÷èñåë ó ñòîâï÷èêó ìîæå áóòè ìàêñèìóì ï'ÿòü.
Ïðèêëàä, êîëè ¨õ ðiâíî 5 ïîêàçàíî â íàñòóïíié òàáëèöi (âiäïîâiäíi ïðîñòi
÷èñëà âiäìi÷åíi çiðî÷êàìè).

21 20 19∗ 18 17 36 37
22 3 2∗ 1 16 35 38
23 4 5∗ 6 15 34 39
24 9 8 7 14 33 40
25 10 11∗ 12 13 32 41
26 27 28 29 30 31 42
49 48 47∗ 46 45 44 43
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Çàêëþ÷íèé åòàï 42-î¨ Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè þíèõ
ìàòåìàòèêiâ

×åðãîâà îëiìïiàäà êðàùèõ þíèõ ìàòåìàòèêiâ Óêðà¨íè ïðîõîäèëà ç 23
ïî 29 áåðåçíÿ 2002 ð. â ì. Êàì'ÿíöi-Ïîäiëüñüêîìó Õìåëüíèöüêî¨ îáëàñòi.
Ìè ïîäà¹ìî ñïèñîê ïåðåìîæöiâ, òåêñòè çàâäàíü îëiìïiàäè, âêàçiâêè òà
ðîçâ'ÿçàííÿ çàïðîïîíîâàíèõ çàäà÷.

Äèïëîìè I ñòóïåíÿ
8 êëàñ

Êóçíåöîâ Âàñèëü (ì. Êè¨â, ëiöåé �Ëiäåð�)
×åïëÿêà Ðîìàí (ì. Îäåñà, Ðiøåëü¹âñüêèé ëiöåé)

9 êëàñ
Äîáðîâîëüñüêà Ãàëèíà (ì. Êè¨â, ëiöåé �Ëiäåð�)
Åñåáóà Ãåîðãié (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
Ïåòðîâñüêèé Äìèòðî (ÓÔÌË)
Öèìáàëþê Îëåêñàíäð (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
ßò÷åíêî Àðòåì (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)

10 êëàñ
Ãîðäîí Äìèòðî (ì. Õàðêiâ, àêàäåìi÷íà ãiìíàçiÿ � 45)
Ìàðòèøêî Ñåðãié (ÓÔÌË)
Øåïåëüñüêà Âàðâàðà (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)

11 êëàñ
Àââàêóìîâ Ñåðãié (ì. Ñåâàñòîïîëü, ÑÇØ � 1, ó÷åíü 10 êëàñó)
Ìåëüíè÷åíêî Ñâÿòîñëàâ (ì. Âiííèöÿ, ëiöåé � 7)
Ðèáàê Ìèêîëà (ì. Ìèêîëà¨â, Ìóíiöèïàëüíèé êîëåãióì)

Äèïëîìè II ñòóïåíÿ
8 êëàñ

Àñòàô'¹â Äìèòðî (ì. Çàïîðiææÿ, ëiöåé � 99)
Êîçóìëÿê Àíäðié (ì. Âiííèöÿ, ëiöåé � 7)
Ëåëå÷åíêî Àíäðié (ì. Îäåñà, Ìàði¨íñüêà ãiìíàçiÿ)
Ìèñàê Äàíèëî (ì. Êè¨â, ëiöåé �Ëiäåð�)
Ïîïîâè÷ Äìèòðî (ì. Êè¨â, ëiöåé �Ëiäåð�)
Õàöüêî Êèðèëî (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
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9 êëàñ
Äàìåíiÿ Ìàðiêà (ì. Âiííèöÿ, øêîëà � 6)
Æóðáà ßðîñëàâ (Çàïîðiçüêà îáë., ì. Ìåëiòîïîëü, ãiìíàçiÿ � 10)
Êàìåíñüêèé Áîãäàí (ì. Ëüâiâ, ÔÌË)
Ëÿøåíêî Þðié (ì. Âiííèöÿ, ãiìíàçiÿ � 17)
Ìóðàâñüêèé Àíäðié (ì. Ñåâàñòîïîëü, ïîëiòåõíi÷íèé ëiöåé)
Ñåíiíà Ãàííà (ì. Îäåñà, Ðiøåëü¹âñüêèé ëiöåé)
Òóìàíÿí Àðàì (ì. Êè¨â, ëiöåé �Ëiäåð�)

10 êëàñ
Àâîÿíö Îëåêñàíäð (ÓÔÌË)
Æèëÿ¹â Ñåðãié (ÓÔÌË)
Ìàìàé Iãîð (ì. Çàïîðiææÿ, ëiöåé �Âèáið�)
Ìàðòèíiâ Àíäðié (ì. Ëüâiâ, ÔÌË)
Ìîãèëåâñüêèé �âãåí (ì. Ëóãàíñüê, ÑÇØ ÔÌÏ � 1 )
Ïîïëàâñüêèé Ìèõàéëî (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
Ñàìóñåíêî �ãîð (ì. Êè¨â, ëiöåé �Ëiäåð�)
Ùåðáèíà Òåòÿíà (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)

11 êëàñ
Âàñèëüêiâ Ìàêñèì (ì. Ëüâiâ, ÔÌË)
Âåäåíñüêèé Êèðèëî (ì. Êè¨â, ëiöåé �Íàóêîâà çìiíà�)
Âîëîäüêî Ñåðãié (Äîíåöüêà îáë., ì. Êðàìàòîðñüê, ÑÇØ � 35)
Äóäêî Àðòåì (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
Ìàòîõíþê Òàðàñ (ì. Âiííèöÿ, ëiöåé � 7, ó÷åíü 10 êëàñó)
Ðèáàê Îëåêñàíäð (ì. Êè¨â, ëiöåé �Ëiäåð�)
Ðèñàé �âãåí (ÓÔÌË)
Øåðñòþê Àíòîí (ì. Êè¨â, ëiöåé �Ëiäåð�)

Äèïëîìè III ñòóïåíÿ

8 êëàñ
Àïîñòîë Ðîìàí (Òåðíîïiëüñêà îáë., ì. Òåðåáîâëÿ, ÑÇØ � 1)
Âëàäèêà Àíòîí (ÀÐ Êðèì, ì. ßëòà, Êîðå¨çüêà ÑÇØ)
Êîæà¹â Âîëîäèìèð (Äíiïðîïåòðîâñüêà îáë., ì. Æîâòi Âîäè, ëiöåé

ïðèðîäíè÷î-íàóêîâîãî íàâ÷àííÿ)
Êóíöüî Iâàí (ì. Òåðíîïiëü, òåõíi÷íèé ëiöåé)
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Ëÿõ Àíàñòàñiÿ (Äîíåöüêà îáë., ì. Àâäi¨âêà, ÑÇØ � 6)
Ñàïñàé Âîëîäèìèð (ì. ×åðêàñè, ÔÌË)
Ñà÷óãîâ Äìèòðî (Ñóìñüêà îáë., ì. Êîíîòîï, ìiñüêà ãiìíàçiÿ)
Ñîðîêà Ïàâëî (ì. Ëóöüê, ãiìíàçiÿ � 4)
×åïêèé Ìèêîëà (ì. Õåðñîí, îáëàñíèé ëiöåé)

9 êëàñ
Áð¹óñîâ Ñåðãié (ì. Äíiïðîïåòðîâñüê, îáëàñíèé ëiöåé ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íîãî ïðîôiëþ)
Çóõáà Ðàñèì (ì. Äîíåöüê, ÑÇØ � 70)
Êëóðìàí Îëåêñié (ì. Ëüâiâ, ÔÌË)
Íåéìàí �âãåí (ì. Äîíåöüê, ÔÌØ � 35)
Ïå÷åíèé Îëåêñàíäð (Õìåëüíèöüêà îáë., ì. Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèé, ëiöåé

�Àíòåé�)
Òåðëåöüêèé Þðié (ì. Êè¨â, ëiöåé �Íàóêîâà çìiíà�)
Ôðåé Îëåêñàíäð (ì. Ñåâàñòîïîëü, ÑÇØ � 45)

10 êëàñ
Áóðäåéíèé Âiêòîð (ì. Îäåñà, Ðiøåëü¹âñüêèé ëiöåé)
Ãàâðàí Âîëîäèìèð (ì. Ëüâiâ, ÔÌË)
Ãâîçäåöüêèé Îëåã (ì. Òåðíîïiëü, òåõíi÷íèé ëiöåé)
Êàöåâ Ìàêñèì (ì. Ñåâàñòîïîëü, ÑÇØ � 7)
Êîëîñîâ Îëåêñié (ì. Äîíåöüê, ëiöåé ïðè ÄÍÓ)
Êîðåíêåâè÷ Äìèòðî (Äíiïðîïåòðîâñüêà îáë., ì. Äíiïðîäçåðäæèíñüê,

òåõíi÷íèé ëiöåé � 1)
Êðåãåëü Îëåã (ì. Ëüâiâ, ÔÌË)
Ìàéçëiø Îëåêñàíäð (Õìåëüíèöüêà îáë., ì. Øåïåòiâêà, ÍÂÎ � 2)
Ìàêàð÷óê Îëåã (Êiðîâîãðàäñüêà îáë., Äîáðîâåëè÷êiâñüêà ÑÇØ)
Ñêðÿáií Îëåã (ì. Äîíåöüê, ÍÂÊ � 1)
Øàðìàíñüêà Âiêòîðiÿ (ì. Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, ÎÑØI �Ôiçèêî-òåõíi÷íèé

ëiöåé ïðè IÔÍÒÓÍÃó�)

11 êëàñ
Àíiêóøèí Àíäðié (ÓÔÌË)
Áiëÿíií Iãîð (ì. ×åðíiâöi, ÑÇØ � 11)
Ãîëîâåíêî Àäàì (ì. Ëóöüê, ãiìíàçiÿ � 21)
Êàðòàøîâ Þðié (ì. Êè¨â, ïðèðîäíè÷î-íàóêîâèé ëiöåé � 145)
Ìàëüöåâ Âiêòîð (ÓÔÌË)
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Ìiëþòií Ìàêñèì (Ïîëòàâñüêà îáë., ì. Êðåìåí÷óê, ãiìíàçiÿ � 6)
Îëåôiðåíêî Ñåðãié (ì. Êè¨â, ëiöåé �Ëiäåð�)
Ïîïîâ Àíòîí (ì. Ëóãàíñüê, ëiöåé iíîçåìíèõ ìîâ)
Ñàäîâíi÷åíêî Îëåêñié (Äíiïðîïåòðîâñüêà îáë., ì. Æîâòi Âîäè, ëiöåé

ïðèðîäíè÷î-íàóêîâîãî íàâ÷àííÿ)
Òàðàñþê Ñåðãié (ì. Âiííèöÿ, òåõíi÷íèé ëiöåé)
Òêà÷óê Àíòîí (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
×óáåíêî Îëåêñié (×åðíiãiâñüêà îáë., ì. Ïðèëóêè, ãiìíàçiÿ � 5)

Çàâäàííÿ îëiìïiàäè

8 êëàñ
1. Çíàéòè âñi äiéñíi çíà÷åííÿ a, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà

{
(y − x)(x− a) = 0,
x2 + y2 = 1

ìà¹ ðiâíî òðè ðîçâ'ÿçêè.
2. Íåõàé ABCD ¹ ðiâíîáåäðåíîþ òðàïåöi¹þ, â ÿêié BC � ìåíøà îñíîâà,

òî÷êè M i N � ñåðåäèíè ñòîðií AB i AD âiäïîâiäíî, à âiäðiçîê BP �
âèñîòà òðàïåöi¨ ABCD. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q òî÷êó ïåðåòèíó âiäðiçêiâ DM i
BN . Äîâåñòè, ùî òî÷êè P , Q i C ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.

3. Çíàéòè âñi ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m i n, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

2002n − 2001n = m2002.

4. ×è iñíó¹ òàêèé ñòåïiíü äâiéêè ç íàòóðàëüíèì ïîêàçíèêîì, ùî éîãî
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè äåêiëüêîõ (ïðèíàéìíi äâîõ) ïîñëiäîâíèõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë?

5. Äàíèé øåñòèêóòíèê, ó ÿêîãî âñi êóòè ðiâíi. Äîâåñòè, ùî ðiçíèöi éîãî
ïðîòèëåæíèõ ñòîðií � ðiâíi.

6. Íà ñòîðîíàõ òðèêóòíèêà ABC (êóò B � òóïèé) çîâíi éîãî ïîáóäîâàíî
ðiâíîñòîðîííi òðèêóòíèêè ABC1, AB1C i A1BC. Íåõàé B2 i C2 � òàêi òî÷êè,
ùî ABC1B2 i ACB1C2 � ðîìáè. Äîâåñòè, ùî ïðÿìà AA1 äiëèòü âiäðiçîê B2C2

íàâïië.

9 êëàñ
1. Çíàéòè âñi äiéñíi çíà÷åííÿ a, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà

{
(y − |x|)(x− a) = 0,
x2 + y2 = 1
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ìà¹ ðiâíî òðè ðîçâ'ÿçêè.
2. Äëÿ äîäàòíèõ ÷èñåë x, y, z äîâåñòè íåðiâíiñòü

x3 + y3

x2 + y2 +
y3 + z3

y2 + z2 +
z3 + x3

z2 + x2 > x + y + z.

3. Íåõàé òî÷êà K íàëåæèòü ñòîðîíi AB òðèêóòíèêà ABC, ïðè÷îìó
âiäðiçîê CK ïåðåòèíà¹ éîãî áiñåêòðèñó BF â òàêié òî÷öi Q, ùî ∠BQC =
2∠BFA i ∠BAF = 2∠CQF . Äîâåñòè, ùî KF = FC.

4. Äàíî íåñêií÷åííèé â óñi áîêè àðêóø ïàïåðó â êëiòèíêó. ×è ìîæíà â
êîæíié êëiòèíöi çàïèñàòè öiëå ÷èñëî òàê, ùîá

1) áóëè çàïèñàíi âñi öiëi ÷èñëà, ïðè÷îìó êîæíå ç íèõ � òiëüêè îäèí ðàç;
2) â êîæíîìó ñòîâï÷èêó iñíó¹ ÷èñëî, ìåíøå çà âñi iíøi ÷èñëà öüîãî

ñòîâï÷èêà, à â êîæíîìó ðÿäêó iñíó¹ ÷èñëî, áiëüøå çà âñi iíøi ÷èñëà öüîãî
ðÿäêà.

5. Â ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC êóò ABC äîðiâíþ¹ 60◦, A1, B1, C1 �
îñíîâè âèñîò, îïóùåíèõ ç âåðøèí A, B, C âiäïîâiäíî. Íà ïðîìåíÿõ B1A1

i B1C1 âiäìiòèëè òî÷êè N i M âiäïîâiäíî òàê, ùî âîíè ëåæàòü çîâíi
òðèêóòíèêà ABC i NA1 = A1C1 = C1M . Äîâåñòè, ùî òî÷êè N, B, M ëåæàòü
íà îäíié ïðÿìié.

6. Çíàéòè âñi òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà k < 2002, ùî ÷èñëî

5n7 + 7n5 + kn

äiëèòüñÿ íà 35 ïðè âñiõ íàòóðàëüíèõ n.
7. ßêó íàéìåíøó êiëüêiñòü ï'ÿòèêëiòèíêîâèõ ôiãóðîê âèãëÿäó ìîæíà

âèïèëÿòè ïî ëiíiÿõ ñiòêè ç êëiò÷àñòî¨ äîøêè ðîçìiðó 8× 8 òàê, ùîá ç ðåøòè
öi¹¨ äîøêè íå ìîæíà áóëî âèïèëÿòè ïî ëiíiÿõ ñiòêè æîäíî¨ òàêî¨ æ ñàìî¨
ôiãóðêè?

8. Ìíîæèíó ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , 2001, 2002 ðîçáèòî íà äâi ãðóïè. Äî ïåðøî¨
ãðóïè âiäíåñëè âñi ÷èñëà ç íåïàðíîþ ñóìîþ öèôð, à äî äðóãî¨ � ç ïàðíîþ.
Çíàéòè ðiçíèöþ ìiæ ñóìîþ ÷èñåë ïåðøî¨ ãðóïè i ñóìîþ ÷èñåë äðóãî¨ ãðóïè.

10 êëàñ
1. Ðîçâ'ÿçàòè íåðiâíiñòü

√
3 + 2000x + 9 < 4x2 +

√
2002x.

2. Çíàéòè âñi ïàðè ìíîãî÷ëåíiâ P, Q ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè íåíóëüîâèõ
ñòåïåíiâ òàêi, ùî äëÿ âñiõ äiéñíèõ x, y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(P (x))2 + (Q(y))2 = P (y2) + Q(x2).
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3. Â êîëî âïèñàíèé ãîñòðîêóòíèé òðèêóòíèê ABC. Çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ
òà ëiíiéêè ïîáóäóéòå õî÷à á îäèí âïèñàíèé â öå êîëî øåñòèêóòíèê ç ïëîùåþ
âäâi÷i áiëüøîþ, íiæ ïëîùà òðèêóòíèêà ABC.

4. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ≥ 6 ÷åðåç k(n) ïîçíà÷èìî íàéìåíøå
íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî ç äîâiëüíèõ k(n) ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, êîæíå
ç ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ n, ìîæíà âèáðàòè 4 ÷èñëà, îäíå ç ÿêèõ äîðiâíþ¹ ñóìi
òðüîõ iíøèõ. Äîâåñòè, ùî k(n) =

[
2

3
(n + 1)

]
+ 2. (Òóò [x] � íàéáiëüøå öiëå

÷èñëî, ÿêå íå ïåðåâèùó¹ x.)
5. Ó òðèêóòíèêó ABC ∠A = 2∠B, M � ñåðåäèíà ñòîðîíè AB. Äîâåñòè,

ùî
4 · CM 2

AC2 = 5− 4 cos2 ∠A.

6. Çíàéòè âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà n òàêi, ùî ÷èñëà

n, [n
√

2],
[
[n
√

2]
√

2
]

óòâîðþþòü àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñiþ. (Òóò [x] � íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ÿêå íå
ïåðåâèùó¹ x.)

7. Òðèêóòíèê ABC âïèñàíèé â êîëî. Òî÷êè A1, B1, C1 � âiäïîâiäíî
ñåðåäèíè äóã BC, CA, AB, à òî÷êè A2, B2, C2 � âiäïîâiäíî òî÷êè äîòèêó äî
ñòîðií BC, CA, AB êîëà, âïèñàíîãî ó òðèêóòíèê ABC. Äîâåñòè, ùî ïðÿìi
A1A2, B1B2 òà C1C2 ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

8. Çíàéòè íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ÷èñëà K, äëÿ ÿêîãî íåðiâíiñòü
1

(x + y + z)2 +
1

x2 +
1

y2 +
1

z2 ≥
K√

(x + y + z)xyz

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ äîäàòíèõ ÷èñåë x, y, z.

11 êëàñ
1. Ðîçâ'ÿçàòè â öiëèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ

n2002 = m(m + n)(m + 2n) · · · (m + 2001n).

2. Äîâåñòè, ùî ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå âñiõ äiëüíèêiâ äîâiëüíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n (âêëþ÷àþ÷è 1 òà n) ëåæèòü ìiæ √

n òà n + 1

2
.

3. Íåõàé p > 2 � ïðîñòå ÷èñëî, k > 1 � êiëüêiñòü ôàðá, k − 1
òà p âçà¹ìíî ïðîñòi. Äîâåñòè, ùî êiëüêiñòü ñïîñîáiâ ôàðáóâàííÿ ñòîðií
ïðàâèëüíîãî p-êóòíèêà òàê, ùîá ñóñiäíi ñòîðîíè áóëè ïîôàðáîâàíi â ðiçíi
êîëüîðè (ìíîãîêóòíèê ïîâåðòàòè íå ìîæíà), äiëèòüñÿ íà (k − 1)p.
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4. Îñíîâîþ ÷îòèðèêóòíî¨ ïiðàìiäè SABCD ¹ ðîìá ABCD. Âiäîìî, ùî
∠SBA+∠SBC = 180◦. Íà ðåáði SC âiäìiòèëè òî÷êó M òàê, ùî SM/MC = 2.
Äîâåñòè, ùî ïëîùèíà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìó DM i ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¨
AC, ïåðåòèíà¹ âèñîòó ïiðàìiäè â ¨¨ ñåðåäèíi.

5. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü




tg x + sin y + sin z = 3x,

sin x + tg y + sin z = 3y,

sin x + sin y + tg z = 3z,

ÿêùî 0 6 x <
π

2
, 0 6 y <

π

2
, 0 6 z <

π

2
.

6. Íåõàé (a1, a2, . . . , a10), (b1, b2, . . . , b10), (c1, c2, . . . , c10), (d1, d2, . . . , d10) �
÷îòèðè ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë 1, 2, . . . , 10.

a) ×è ìîæå ñòàòèñÿ òàê, ùî

a1b1 + a2b2 + · · ·+ a10b10 = 2(c1d1 + c2d2 + · · ·+ c10d10)?

á) ×è ìîæå ñòàòèñÿ òàê, ùî

45(a1b1 + a2b2 + · · ·+ a10b10) = 76(c1d1 + c2d2 + · · ·+ c10d10)?

7. Íà ñòîðîíàõ AB,BC, AC ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC âèáðàëè
òî÷êè C1, A1, B1 âiäïîâiäíî òàê, ùî A1B = A1C1 i A1C = A1B1. Íåõàé
I1 �öåíòð êîëà, âïèñàíîãî â òðèêóòíèê A1B1C1, à H �òî÷êà ïåðåòèíó âèñîò
òðèêóòíèêà ABC. Äîâåñòè, ùî òî÷êè B1, C1, I1 i H ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

8. Äàíi ÷èñëà a1, a2, . . . , an, íå ìåíøi çà 1, n > 1. ×èñëà xk, 0 6 k 6 n,
âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

x0 = 1, xk =
1

1 + akxk−1
, 1 6 k 6 n.

Íåõàé A = 1 + a1 + a2 + · · ·+ an. Äîâåñòè, ùî

x1 + x2 + · · ·+ xn >
n2A

n2 + A2 .

Àâòîðè çàäà÷: Ã. Â. Àïîñòîëîâà (11.2), À. Â. Áîíäàðåíêî òà À. Â. Ïðèìàê
(9.7), Â. Ì. Ëåéôóðà (8.1, 9.1, 10.5), Ñ. Ñ. Ëií÷óê, Þ. Ñ. Ëií÷óê (10.4),
I. Ì. Ìiòåëüìàí (9.3), I. Ï. Íàãåëü (8.2, 10.7), I. Ï. Íàãåëü òà Â. Ì. Ðàä÷åíêî
(9.2), À. Â. Ïðèìàê (10.2), Þ. Ì. Ðàáèíîâè÷ (8.4), Â. Ì. Ðàä÷åíêî (11.1, 11.8),
Â. Ì. Ðàä÷åíêî òà Â. À. ßñiíñüêèé (11.6), Â. Ô. Ñàííiêîâ (10.7), I. Â. Ôåäàê
(9.5, 10.3), Í. Ì. Øóíäà (11.5), Â. À. ßñiíñüêèé (8.3, 8.6, 9.4, 9.6, 10.1, 10.6,
11.3, 11.4, 11.7). Çàäà÷à 8.5 íå ¹ íîâîþ.

Âêàçiâêè òà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷
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8 êëàñ

1. Âiäïîâiäü: a = ±1, a = ±
√

2

2
. Âêàçiâêà: çîáðàçèòè ãðàôiêè ðiâíÿíü

ñèñòåìè.
2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìèõ MC i AD. Â òðèêóòíèêó

ABD òî÷êà Q ¹ òî÷êîþ ïåðåòèíó ìåäiàí. Îñêiëüêè PM = MA = MB, òî
∠MAP = ∠CDA, à îòæå MP ‖ CD.

3. Âiäïîâiäü: m = n = 1. Âêàçiâêà: ÿêùî n > 2, òî ëiâà ÷àñòèíà ïðè äiëåííi
íà 4 äà¹ â îñòà÷i 3.

4. Âiäïîâiäü: Íi, íå iñíóþòü. Ìè ìà¹ìî ðiâíÿííÿ (l + 1)(2k + l) = 2n+1,
äå l � êiëüêiñòü ïîñëiäîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, k � íàéìåíøå ç íèõ. Äàëi
ïðîâîäèìî ìiðêóâàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç ïàðíiñòþ.

5. Ïiñëÿ ïðîäîâæåííÿ ñòîðií øåñòèêóòíèêà îòðèìà¹ìî ïðàâèëüíi
òðèêóòíèêè, ïîáóäîâàíi íà ñòîðîíàõ øåñòèêóòíèêà, òà ïàðàëåëîãðàìè,
ïðîòèëåæíi ñòîðîíè ÿêèõ ìiñòÿòü ïðîòèëåæíi ñòîðîíè øåñòèêóòíèêà. Ç
ðiâíîñòi ïðîòèëåæíèõ ñòîðií ïàðàëåëîãðàìiâ ìà¹ìî øóêàíå òâåðäæåííÿ.

6. Äîáóäó¹ìî ùå äâi òî÷êè C3 i B3 òàê, ùîá ÷îòèðèêóòíèêè AB1CB3

i AC1BB3 áóëè ðîìáàìè. Äàëi íåñêëàäíî äîâåñòè, ùî ÷îòèðèêóòíèêè
C2B2B3C3 òà AB3A1C3 ¹ ïàðàëåëîãðàìàìè. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðÿìà AA1

äiëèòü íàâïië B3C3, à îòæå âîíà äiëèòü íàâïië i B2C2.

9 êëàñ

1. Âiäïîâiäü: a = ±1, a = ±
√

2

2
. Âêàçiâêà: çîáðàçèòè ãðàôiêè ðiâíÿíü

ñèñòåìè.
2. Âêàçiâêà: äîâåñòè äîïîìiæíó íåðiâíiñòü

a3 + b3

a2 + b2 > a + b

2
, a > 0, b > 0.

3. Âêàçiâêà: Äîâåñòè, ùî íàâêîëî ÷îòèðèêóòíèêà BCFK ìîæíà îïèñàòè
êîëî. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî äîâåñòè ðiâíiñòü êóòiâ ABF i KCA. Äàëi
ñêîðèñòàòèñÿ òèì, ùî BF ¹ áiñåêòðèñîþ êóòà KBF .

4. Âiäïîâiäü: Òàê, ìîæíà. Âêàçiâêà: Öå ìîæíà çðîáèòè, íàïðèêëàä, òàê, ÿê
ïîêàçàíî íà ìàëþíêó.
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·
·

-9 5 6 7 8
-10 -3 1 2 -5

· · -11 -4 0 -1 -6 · ·
-12 3 4 -2 -7
9 10 11 12 -8

·
·

5. Äîâîäèìî, ùî íàâêîëî ÷îòèðèêóòíèêiâ ABA1B1 i AC1A1C ìîæíà
îïèñàòè êîëà ç äiàìåòðàìè AB i AC âiäïîâiäíî. Çâiäñè ∠BAB1 = ∠B1A1C

i ∠BA1N = ∠BA1C1. Äàëi âñòàíîâëþ¹ìî, ùî 4BA1N = 4BA1C1 i
4BC1M = 4BC1A1. Òîìó ∠MBC1 = ∠NBA1 = ∠C1BA1 = ∠ABC = 60◦.
Îòæå ∠MBN � ðîçãîðíóòèé.

6. Âêàçiâêà. Óìîâó çàäîâîëüíÿþòü âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà âèãëÿäó k = 35m−
12, m ∈ N i òiëüêè âîíè. Ç íåðiâíîñòi k < 2002 äiñòàíåìî k = 35m − 12, äå
m = 1, 2, 3, . . . , 57.

7. Âiäïîâiäü: 4 ôiãóðêè. Âèêîðèñòà¹ìî øàõîâó íóìåðàöiþ êëiòèíîê. Òîäi
4 ôiãóðêè ç öåíòðàìè â êëiòèíêàõ c3, c6, f3 i f6 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó çàäà÷i.
ßêùî âèïèëÿíî ìåíøó êiëüêiñòü ôiãóðîê, òî êîæíà ç âèïèëÿíèõ ôiãóðîê
ìàòèìå ñïiëüíi êëiòèíêè íå áiëüøå, íiæ ç îäíi¹þ ç ôiãóðîê, öåíòðè ÿêèõ �
êëiòèíêè b2, b7, g2, g7. Òîìó îäíó ç öèõ ÷îòèðüîõ ôiãóðîê ùå ìîæíà
âèïèëÿòè.

8. Âêàçiâêà. Äîâîäèìî, ùî êîëè ìíîæèíó ÷èñåë {0, 1, 2, . . . , 1999}
ðîçáèòè íà äâi ãðóïè çãiäíî ç óìîâi çàäà÷i, òî ñóìà âñiõ ÷èñåë îäíi¹¨ ãðóïè
áóäå äîðiâíþâàòè ñóìi âñiõ ÷èñåë äðóãî¨. Äàëi, äîïîâíþþ÷è ãðóïè ÷èñëàìè
2000, 2001 i 2002, îäåðæèìî, ùî øóêàíà ðiçíèöÿ áóäå äîðiâíþâàòè -2001.
Âiäïîâiäü: -2001.

10 êëàñ

1.
√

3 + 2000x + 9 < 4x2 +
√

2002x ⇔
3− 2x < (2x− 3)(2x + 3)(

√
3 + 2000x +

√
2002x) ⇔

0 < (2x− 3)((2x + 3)(
√

3 + 2000x +
√

2002x) + 1) ⇔ 2x− 3 > 0 ⇔ x >
3

2
.

Âiäïîâiäü: (1, 5; +∞).
2. Íåõàé p, q � ñòåïåíi, ap, bq � êîåôiöi¹íòè ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ

ìíîãî÷ëåíiâ P, Q. Ïîñëiäîâíî ïiäñòàâëÿ¹ìî y = 0, x = 0 i îòðèìó¹ìî 2p = 2q,
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a2
p = bq, ap = b2

q, çâiäêè p = q, ap = bq = 1. Íåõàé p = q = k. Ïîêëàäåìî
P1(x) = P (x)−xk, Q1(x) = Q(x)−xk. Íåõàé p1, q1 � ñòåïåíi öèõ ìíîãî÷ëåíiâ.
Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ó ïî÷àòêîâó ðiâíiñòü ìà¹ìî:

(P1(x))2 + 2P1(x)xk + (Q1(y))2 + 2Q1(y)yk = P1(y
2) + Q1(x

2).

ßêùî ìíîãî÷ëåíè P1 òà Q1 íå òîòîæíi íóëi, òî ìà¹ìî òàêi ñïiââiäíîøåííÿ
äëÿ ñòåïåíiâ: p1 + k = 2q1, q1 + k = 2p1, çâiäêè k = p1 + q1. Ïðîòèði÷÷ÿ ç òèì,
ùî 0 ≤ p1 < k i 0 ≤ q1 < k. ßêùî òiëüêè P1 òîòîæíüî äîðiâíþ¹ 0, òî k = q1 i
çíîâó ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå, P1 ≡ 0, Q1 ≡ 0. Òîìó P (x) = xk, Q(y) = yk, äå k �
íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âiäïîâiäü: (xk, yk), k ∈ N.

3. Ïðîâîäèìî äiàìåòð AF . Îñêiëüêè òðèêóòíèê ABC ãîñòðîêóòíèé, òî AF

ïåðåòèíà¹ BC. Ïðîâåäåìî EF ‖ AC. Äàëi B ∈ ^EF , áî ó ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó ∠BAC ≥ 90◦. Íåõàé BN ⊥ AC, M = EF ∩BN . Òîäi

SAEBF = SEBF + SAEF =
1

2
BM · EF +

1

2
EF · AE =

1

2
AC ·BN = SABC .

Íåõàé òî÷êè B1, E1 ñèìåòðè÷íi òî÷êàì B, E âiäíîñíî äiàìåòðà AF .
Øåñòèêóòíèê AEBFB1E1 � øóêàíèé.

4. Íåõàé
1 ≤ a1 < a2 < . . . < ak ≤ n, k = k(n).

ßñíî, ùî a1 ≤ n−k+1, a2 ≤ n−k+2 . Ïîêëàäåìî s = a1+a2; bi = s+ai, 3 ≤
i ≤ k. Äàëi, a4 ≥ a3 + 1 ≥ a2 + 2 ≥ a1 + 3 → a4 ≥ s + 5

2
Òàêèì ÷èíîì, ÷èñëà

a4, a5, . . . , ak i b3, b4, . . . bk ïîòðàïëÿþòü íà âiäðiçîê
[
s + 5

2
, n + s

]
. Âñüîãî

÷èñåë 2k−5 . Äîâæèíà âiäðiçêà n+s−s + 5

2
≤ n+

2n− 2k + 3

2
−5

2
= 2n−k−1.

Òîìó âiäðiçîê
[
s + 5

2
, n + s

]
ìiñòèòü ùîíàéáiëüøå 2n − k öiëèõ òî÷îê. Àëå

2k− 5 > 2n− k. Îòæå, iñíóþòü íàòóðàëüíi ÷èñëà j, 4 ≤ j ≤ k òà i, 3 ≤ i ≤ k

òàêi, ùî aj = s + ai, òîáòî aj = a1 + a2 + ai. Äëÿ ÷èñëà k =

[
2

3
(n + 1)

]
+ 1

òâåðäæåííÿ çàäà÷i íå âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè äëÿ íàáîðó n− k + 1, n− k + 2,
. . ., n ñóìà òðüîõ íàéìåíøèõ ç öèõ ÷èñåë áiëüøà çà n.

5. Ïîçíà÷èìî: CM = m, AC = b, CB = a, BA = c, ∠A = α, ∠B = β.
Ìà¹ìî

4m2 = 2a2 + 2b2 − c2,
4m2

b2 = 2 +
2a2

b2 − c2

b2 .

Îñêiëüêè α = 2β, òî
a

b
=

sin 2β

sin β
,

c

b
=

sin 3β

sin β
.
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Òîìó 4m2

b2 = 2 +
2 sin2 2β

sin2 β
− sin2 3β

sin2 β
= 2 + 8 cos2 β − (3− 4 sin2 β)2 = 2 + 4(1 +

cos α)− (1 + 2 cos α)2 = 5− 4 cos2 α.
6. Ìà¹ìî:

n +
[
[n
√

2]
√

2
]

= 2[n
√

2] (1)

×èñëà âèäó m
√

2, äå m ∈ Z, íå ¹ öiëèìè. ßêùî, x 6∈ Z, òî x− 1 < [x] < x.
Òîìó äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n

n
√

2− 1 < [n
√

2] < n
√

2, 2n−
√

2 <
√

2[n
√

2] < 2n.

ßêùî 2n−√2 < [n
√

2]
√

2 < 2n− 1, òî
[
[n
√

2]
√

2
]

= 2n− 2 Âðàõîâóþ÷è (1),
ìà¹ìî 2[n

√
2] = 3n−2. Äàëi, [n

√
2]
√

2 < 2n−1, 2[n
√

2] < 2
√

2n−√2. Òîáòî,
3n − 2 < 2

√
2n −√2, çâiäêè n < 3, 5. Îòæå, n ∈ {1, 2, 3}. Ïåðåâiðêà äà¹, ùî

n = 2.
ßêùî 2n − 1 < [n

√
2]
√

2 < 2n, òî
[
[n
√

2]
√

2
]

= 2n − 1 i ç (1) îòðèìó¹ìî
3n− 1 = 2[n

√
2]. Àëå, 2

√
2n−√2 < 2[n

√
2] < 2

√
2n, çâiäêè 3n− 1 < 2

√
2n i

n < 6. Ïåðåâiðêà äà¹ ùî n = 1, 3, 5. Âiäïîâiäü: n ∈ {1, 2, 3, 5}.
7. Íåõàé I � öåíòð âïèñàíîãî êîëà, M = BI ∩ C1A1. Ïiäðàõóíêîì êóòiâ

ëåãêî äîâåñòè, ùî BI ⊥ C1A1, AI ⊥ C1B1, CI ⊥ A1B1. Îñêiëüêè A2, B2, C2

� òî÷êè äîòèêó âïèñàíîãî êîëà, òî AI ⊥ C2B2, CI ⊥ A2B2, BI ⊥ A2C2,
çâiäêè ∆A1B1C1 ∼ ∆A2B2C2. Íåõàé A1A2∩C1C2 = O. Îñêiëüêè ∆A1B1C1 ∼
∆A2B2C2, òî O � öåíòð ãîìîòåòi¨, òî÷êè O, B1, B2 ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.

8. Ïiäñòàâëÿ¹ìî ó íåðiâíiñòü x = y = z i îòðèìó¹ìî
1

9z2 +
3

z2 =
28

9z2 ≥
K√
3z2

çâiäêè K ≤ K0 =
28
√

3

9
. Äîâåäåìî, ùî ïðè K = K0 íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ âñiõ äîäàòíèõ x, y, z.
Çàñòîñîâó¹ìî íåðiâíiñòü ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì òà ñåðåäíiì

ãåîìåòðè÷íèì i îòðèìó¹ìî:

1

(x + y + z)2 +
1

x2 +
1

y2 +
1

z2 =
1

9

(
9

(x + y + z)2 +
1

x2 +
1

y2 +
1

z2

)
+

8

9

(
1

x2 +
1

y2 +
1

z2

)
≥ 4

9
4

√
9

(x + y + z)2x2y2z2 +
8

3
3

√
1

x2y2z2 ≥

28
√

3

9
√

xyz(x + y + z)
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Îñòàííÿ íåðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòÿì

3

√
1

x2y2z2 ≥
√

3

xyz(x + y + z)
,

x + y + z

3
≥ 3
√

xyz.

11 êëàñ
1. Âiäïîâiäü: m = n = 0. ßêùî m 6= 0, òî ïîäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè íà

m2002, îòðèìà¹ìî (x = n/m):

x2002 − (1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + 2001x) = 0.

ßêùî x � ðàöiîíàëüíèé êîðiíü ëiâî¨ ÷àñòèíè, òî x = ±1. Àëå òàêi çíà÷åííÿ
íå çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü. Îòæå, iíøèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹.

2. Íåõàé ìè ìà¹ìî k äiëüíèêiâ. Äî êîæíîãî äiëüíèêà d, âiäìiííîãî âiä √n,
ïðèñòàâèìî äî ïàðè äiëüíèê n/d. Òîäi d + n/d > 2

√
n, i ñóìà âñiõ äiëüíèêiâ

íå ìåíøà çà k
√

n. Îñêiëüêè d + n/d 6 (n + 1) ⇔ (d− 1)(d−n) 6 0, ñóìà âñiõ
äiëüíèêiâ áóäå íå áiëüøà çà k

n + 1

2
. Çâiäñè îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ çàäà÷i.

3. Íåõàé an � êiëüêiñòü âêàçàíèõ ôàðáóâàíü ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà.
Íåâàæêî áà÷èòè, ùî

a1 = 0, a2 = k(k − 1), an = (k − 2)an−1 + (k − 1)an−2.

(Ïåðøèé äîäàíîê îñòàííüî¨ ðiâíîñòi äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðîçôàðáóâàíü n-
êóòíèêà, ïðè ÿêèõ êîëüîðè 1-î¨ òà (n − 1) ñòîðií ðiçíi, äðóãèé � êîëè âîíè
îäíàêîâi). Çâiäñè iíäóêöi¹þ ëåãêî äîâåñòè, ùî an = (k − 1)n + (−1)n(k − 1).
Äëÿ ïðîñòèõ p > 2 ìà¹ìî ap = (k− 1)((k− 1)p−1− 1), ùî äiëèòüñÿ íà (k− 1)p
çà ìàëîþ òåîðåìîþ Ôåðìà.

4. Âiäìiòèìî íà ïðîäîâæåííi âiäðiçêà BC çà òî÷êó B òàêó òî÷êó K, ùî
BK = AB. Ç ðiâíîñòi 4SAB = 4SKB ìà¹ìî SA = SK i, òàêèì ÷èíîì,
îñíîâà O âèñîòè ïiðàìiäè ëåæèòü íà áiñåêòðèñi êóòà ABK, òîìó BL ‖ AC.
Íåõàé Q � òî÷êà ïåðåòèíó äiàãîíàëåé ABCD, α � ïëîùèíà, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç ïðÿìó DM ïàðàëåëüíî AC, M1 � òî÷êà ïåðåòèíó α i ïðÿìî¨ SB. Ç
òåîðåìè Ôàëåñà âèïëèâà¹, ùî ïðÿìà DM1 äiëèòü SQ ó âiäíîøåííi 2 : 1, òîìó
DM1 � ìåäiàíà 4SDB. Àëå çà òåîðåìîþ Ôàëåñà α äiëèòü SO ó òîìó æ
âiäíîøåííi, ùî é SB, òîáòî íàâïië.

5. Âiäïîâiäü: (0, 0, 0). Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî 2 sin t+tg t > 3t äëÿ âñiõ
t ∈ [0,

π

2
), ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ ëèøå ïðè t = 0. Ç íàøî¨ ñèñòåìè

ìà¹ìî

(2 sin x + tg x) + (2 sin y + tg y) + (2 sin z + tg z) = 3(x + y + z),

28



ùî ìîæëèâå ëèøå ó âèïàäêó x = y = z = 0.
6. à)Âiäïîâiäü: íi. ßê âiäîìî,

a1b1 + a2b2 + · · ·+ a10b10 6 12 + 22 + · · ·+ 102 = 385,

c1d1 + c2d2 + · · ·+ c10d10 > 1 · 10 + 2 · 9 + · · ·+ 10 · 1 = 220.

á)Âiäïîâiäü: òàê. Íàïðèêëàä, äëÿ íàáîðiâ

(a1, a2, . . . , a10) = (1, 2, . . . , 10), (c1, c2, . . . , c10) = (10, 9, . . . , 1),

(b1, b2, . . . , b10) = (d1, d2, . . . , d10) = (2, 1, 4, 3, . . . , 10, 9)

ïðàâà i ëiâà ÷àñòèíè áàæàíî¨ ðiâíîñòi âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü 45 · 5 i 76 · 5.
7. Äîâåäåìî, ùî êîëî, îïèñàíå íàâêîëî4B1AC1, ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè I1

i H. Ïðîñòèì ïiäðàõóíêîì êóòiâ ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî òî÷êà I1 íàëåæèòü öüîìó
êîëó. Äàëi, íåõàé O i O1 � öåíòðè êië, îïèñàíèõ íàâêîëî òðèêóòíèêiâ ABC

i A1B1C1 âiäïîâiäíî. Òîäi ~O1A1 = ~AO, à òîìó A1O1AO � ïàðàëåëîãðàì.
Îïóñòèìî ïåðïåíäèêóëÿðè O1K i OM íà AH i BC âiäïîâiäíî. Òîäi
4A1OM = 4O1AK, çâiäêè OM = AK. Àëå H � îðòîöåíòð 4ABC,
òîìó OM =

1

2
AH, òîáòî K � ñåðåäèíà âiäðiçêà AH, i òîìó O1A = O1H.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.
8. Íåõàé yk = 1/xk, òîäi yk = 1 + ak/yk−1 6 ak + 1/yk−1. Òîìó

n∑

k=1

yk 6
n∑

k=1

ak +
n∑

k=1

1

yk−1
< A +

n∑

k=1

1

yk
.

Àëå
n∑

k=1

yk > n2

∑n
k=1

1

yk

.

Ïîçíà÷èâøè t =
∑n

k=1 xk, ìà¹ìî

n2

t
< A + t ⇐⇒ t2 + At− n2 > 0 ⇐⇒

t >
−A +

√
A2 + 4n2

2
=

2n2
√

A2 + 4n2 + A
> 2n2

A +
2n2

A
+ A

=
n2A

n2 + A
.
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Âiäáiðêîâî-òðåíóâàëüíi çáîðè êîìàíäè Óêðà¨íè ïî
ïiäãîòîâöi äî 43-î¨ Ìiæíàðîäíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨

îëiìïiàäè
Íà çàêëþ÷íîìó åòàïi Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè þíèõ ìàòåìàòèêiâ áóëî

âèçíà÷åíî êîëî êàíäèäàòiâ äî êîìàíäè, ùî áóäå ïðåäñòàâëÿòè íàøó êðà¨íó
íà 43-ié Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié îëiìïiàäi. Íà âiäáiðêîâî-òðåíóâàëüíi
çáîðè áóëè çàïðîøåíi ó÷íi Ñ. Àââàêóìîâ (ì. Ñåâàñòîïîëü), À. Àíiêóøèí òà
�. Ðèñàé (ÓÔÌË), Ì. Âàñèëüêiâ (ì. Ëüâiâ), Ê. Âåäåíñüêèé, Þ. Êàðòàøîâ,
Ñ. Îëåôiðåíêî, Î. Ðèáàê òà À. Øåðñòþê (âñi � ì. Êè¨â), Ñ. Âîëîäüêî
(ì. Êðàìàòîðñüê, Äîíåöüêà îáë.), À. Äóäêî òà À. Òêà÷óê (ì. Õàðêiâ),
Ò. Ìàòîõíþê òà Ñ. Ìåëüíè÷åíêî (ì. Âiííèöÿ), Ì. Ðèáàê (ì. Ìèêîëà¨â).

Çáîðè ïðîõîäèëè ç 7 ïî 16 òðàâíÿ íà áàçi Óêðà¨íñüêîãî ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íîãî ëiöåþ. Ñêëàä íàøî¨ êîìàíäè áóëî âèçíà÷åíî çà ïiäñóìêàìè
÷îòèðüîõ âiäáiðêîâèõ òóðiâ, â êîæíîìó ç ÿêèõ áóëî çàïðîïîíîâàíî òðè
çàäà÷i òà íàäàíî ÷îòèðè ç ïîëîâèíîþ ãîäèíè íà ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ � â òî÷íié
âiäïîâiäíîñòi ç ðåãëàìåíòîì ìiæíàðîäíèõ îëiìïiàä.

Çà ïiäñóìêàìè çìàãàííÿ äî ñêëàäó êîìàíäè ïðîéøëè Ñ. Âîëîäüêî,
À. Äóäêî, Ò. Ìàòîõíþê, Ñ. Ìåëüíè÷åíêî, Ì. Ðèáàê òà Î. Ðèáàê.

Ïiñëÿ âiäáiðêîâèõ òóðiâ äëÿ âñiõ ó÷àñíèêiâ çáîðiâ âèêëàäà÷àìè
Â. Â. Äóìîþ (ì. Êè¨â), Â.Ì. Ëåéôóðîþ (ì. Ìèêîëà¨â),
I.Ì. Ìiòåëüìàíîì (ì. Îäåñà) òà Â.À. ßñiíñüêèì (ì. Âiííèöÿ) áóëè ïðî÷èòàíi
ëåêöi¨ ç ðiçíèõ ïèòàíü îëiìïiàäíî¨ ìàòåìàòèêè.
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Çàâäàííÿ âiäáiðêîâèõ îëiìïiàä
1. Íåõàé p � äàíå íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî, Z ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ öiëèõ

÷èñåë. Çíàéäiòü âñi ôóíêöi¨ f : Z → Z òàêi, ùî îäíî÷àñíî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
(i) ÿêùî m− n äiëèòüñÿ íà p, òî f(m) = f(n), m, n ∈ Z;
(ii) f(mn) = f(m)f(n) äëÿ âñiõ m, n ∈ Z.
2. Íåõàé ω � êîëî, îïèñàíå íàâêîëî òðèêóòíèêà ABC. Áiñåêòðèñà

êóòà ∠BAC ïåðåòèíà¹ ω â òî÷öi W, W 6= A. Íà êîëi ω âiäìiòèëè òî÷êè
M òà N òàê, ùî BM ‖ AW ‖ CN, ïðîìåíi BM òà CN íàïðÿìëåíi
ïðîòèëåæíî äî ïðîìåíÿ AW . Íåõàé O1, O2, O3, O4 � öåíòðè êië,
âïèñàíèõ â òðèêóòíèêè AMB, ABW, ACW, ACN âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü,
ùî O1O3 = O2O4.

3. Çíàéäiòü âñi íàòóðàëüíi n > 2 òà íàáîðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
a1, a2, . . . , an òàêi, ùî

99

100
=

a0

a1
+

a1

a2
+ · · ·+ an−1

an
,

äå a0 = 1 òà (ak+1 − 1)ak−1 > a2
k(ak − 1) äëÿ k = 1, 2, . . . , n− 1.

4. Çíàéäiòü íàéáiëüøå ìîæëèâå çíà÷åííÿ âèðàçó
1

x2 +
2

y2 +
3

z2 ,

äå x, y, z � äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè
1

2
min{x

√
2, y

√
3} > z > 1√

2
,

x + z
√

3 >
√

6,

y
√

3 + z
√

10 > 2
√

5.

5. Äàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n. Ðîçãëÿäàþòüñÿ ïåðåñòàíîâêè (a1, a2, . . . , a2n)
ìíîæèíè (1, 2, . . . , 2n) òàêi, ùî âñi ÷èñëà |ai+1 − ai|, 1 6 i 6 2n− 1, ðiçíi.

Äîâåäiòü, ùî a1 − a2n = n òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 1 6 a2k 6 n, 1 6 k 6 n.
6. Äàíî ãîñòðîêóòíèé òðèêóòíèê ABC. Íåõàé DAC, EAB, FBC �

ðiâíîáåäðåíi òðèêóòíèêè, ïîáóäîâàíi çîâíiøíiì ÷èíîì íà ñòîðîíàõ
òðèêóòíèêà ABC òàê, ùî DA = DC, EA = EB, FB = FC òà

∠ADC = 2∠BAC, ∠BEA = 2∠ABC, ∠CFB = 2∠ACB.

Íåõàé D′ � öå òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ DB òà EF , E ′ � ïðÿìèõ EC òà DF ,
F ′ � ïðÿìèõ FA òà DE. Çíàéäiòü çíà÷åííÿ ñóìè

DB

DD′ +
EC

EE ′ +
FA

FF ′ .
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7. Â òðüîõ øêîëàõ â÷àòüñÿ ïî 200 ó÷íiâ. Êîæíèé ó÷åíü ìà¹ õî÷à á ïî
îäíîìó äðóãó â êîæíié ç òðüîõ øêië (ÿêùî ó÷åíü A ¹ äðóãîì B, òî B ¹ äðóãîì
A). Âiäîìî, ùî iñíó¹ ìíîæèíà E ç 300 ó÷íiâ (âèáðàíèõ ç âêàçàíèõ âèùå 600)
òàêà, ùî äëÿ êîæíî¨ øêîëè S òà áóäü-ÿêèõ äâîõ ó÷íiâ x, y ∈ E; x, y /∈ S,
êiëüêiñòü äðóçiâ x ñåðåä ó÷íiâ S òà êiëüêiñòü äðóçiâ y ñåðåä ó÷íiâ S ¹ ðiçíèìè.
Äîâåäiòü, ùî ìîæíà âèáðàòè òðüîõ ó÷íiâ ç òðüîõ ðiçíèõ øêië òàêèõ, ùî âîíè
¹ äðóçÿìè îäèí îäíîãî.

8. Äàíî òðèêóòíèê ABC ç öåíòðîì âïèñàíîãî êîëà I. Öå âïèñàíå êîëî
äîòèêà¹òüñÿ ñòîðií AB òà BC â òî÷êàõ K òà P âiäïîâiäíî. Áiñåêòðèñè
êóòiâ ∠BAC, ∠ACB òà ìåäiàíà òðèêóòíèêà ABC, ïðîâåäåíà ç âåðøèíè B,
ïåðåòèíàþòü âiäðiçîê KP â òî÷êàõ R, Q òà M âiäïîâiäíî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S

òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìèõ AQ òà CR. Äîâåäiòü, ùî òî÷êè S, M òà I ëåæàòü íà
îäíié ïðÿìié.

9. Íåõàé n > 3 � íàòóðàëüíå ÷èñëî, A = {a1, a2, . . . , an} � ìíîæèíà ç n

ðiçíèõ öiëèõ ÷èñåë, m � íàéìåíøèé åëåìåíò A, M � íàéáiëüøèé åëåìåíò A.
Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè P (x) òàêèé, ùî m <

P (a) 6 M äëÿ âñiõ a ∈ A òà P (m) < P (a) äëÿ âñiõ a ∈ A, a 6= m, M .
Äîâåäiòü, ùî n 6 5 òà iñíóþòü öiëi ÷èñëà b òà c òàêi, ùî êîæíèé åëåìåíò A

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü P (x) + x2 + bx + c = 0.
10. Âñåðåäèíi îïóêëîãî ÷îòèðèêóòíèêà O1O2O3O4 âçÿòî òî÷êó P .

Äëÿ êîæíîãî i = 1, 2, 3, 4 ðîçãëÿíåìî ïðÿìi l, ùî ïðîõîäÿòü
÷åðåç P òà ïåðåòèíàþòü äâà ïðîìåíi OiOi−1, OiOi+1 â ðiçíèõ
òî÷êàõ Ai(l), Bi(l) âiäïîâiäíî (òóò O0 = O4, O5 = O1). Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó
f(l) = PAi(l) · PBi(l), i ïîçíà÷èìî ÷åðåç li ïðÿìó, äëÿ ÿêî¨ f(l) ïðèéìà¹
äëÿ äàíîãî ôiêñîâàíîãî i íàéìåíøå çíà÷åííÿ. Âiäîìî, ùî l1 = l3, l2 = l4.
Äîâåäiòü, ùî O1O2O3O4 � ïàðàëåëîãðàì.

11. Íåõàé n > 3 � íàòóðàëüíå ÷èñëî, A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ðiçíi
(òîáòî íåñïiâïàäàþ÷i) ïiäìíîæèíè ìíîæèíè S = {1, 2, 3, . . . , n}. Äîâåäiòü,
ùî iñíó¹ åëåìåíò x ∈ S òàêèé, ùî ïîïàðíî ðiçíèìè ¹ ïiäìíîæèíè

A1 \ {x}, A2 \ {x}, . . . , An \ {x}.
12. Äàíî äiéñíi ÷èñëà a, b, c, âñi âiäìiííi âiä íóëÿ, òàêi, ùî

a2 = c3 − c2 + cb2, b2 = a3 − a2 + ac2, c2 = b3 − b2 + ba2.

Äîâåäiòü, ùî

a2 + b2

2a5 + 2b5 + a2 + b2 +
b2 + c2

2b5 + 2c5 + b2 + c2 +
c2 + a2

2c5 + 2a5 + c2 + a2 6 1.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷
1. Ìà¹ìî f(0) = f(0)f(n), n ∈ Z. Òîìó f(0) = 0 àáî f(0) = f(n) = 1.
ßêùî f � êîíñòàíòà, òî f(n) = 0 àáî f(n) = 1.
Íåõàé f � íå êîíñòàíòà. Òîäi 0 = f(0) = f(kp), k ∈ Z. Çâiäñè, ç ìàëî¨

òåîðåìè Ôåðìà òà óìîâè çàäà÷i îòðèìó¹ìî, ùî f(m) = f(mp) = f(m)p, m ∈
Z. Òîìó f(m) = 0, ±1. Íåõàé a � ïðèìiòèâíèé êîðiíü p (òàêå ÷èñëî, ùî â
ïîñëiäîâíîñòi an çóñòði÷àþòüñÿ âñi îñòà÷i ïðè äiëåííi íà p). Òîäi f(a) 6= 0,
iíàêøå f áóëà á êîíñòàíòîþ. Òîìó f(a) = ±1.

ßêùî f(a) = 1, òî f(n) = 1 äëÿ âñiõ n, íå êðàòíèõ p, f(kp) = 0.
ßêùî f(a) = −1, òî çíîâó f(kp) = 0, f(n) = 1 äëÿ âñiõ n, ùî çà ìîäóëåì

p äîðiâíþþòü êâàäðàòó äåÿêîãî âiäìiííîãî âiä íóëÿ öiëîãî ÷èñëà, f(n) = −1
äëÿ iíøèõ n. (Iíøèìè ñëîâàìè, öå çíà÷åííÿ ñèìâîëó Ëåæàíäðà).

2. Ëåìà. Íåõàé ABCD � ðiâíîáåäðåíà òðàïåöiÿ, â ÿêié AD ‖ BC, AB =
CD, O1 òà O2 öåíòðè âïèñàíèõ êië òðèêóòíèêiâ ACD òà BCD âiäïîâiäíî.
Òîäi

1) O1O2 ⊥ AD,

2) O1O2 = 4R sin2 ∠CAD

2
, äå R � ðàäióñ îïèñàíîãî êîëà òðàïåöi¨ ABCD.

Äîâåäåííÿ ëåìè. Íåõàé ϕ = ∠CAD, S � öå òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ CO2

òà DO1. Òîäi

∠CSD = 180◦ − 1

2
(∠ADC + ∠BCD) = 90◦,

∠CO1D = 90◦ +
1

2
∠CAD = 90◦ +

ϕ

2
= 90◦ +

1

2
∠CBD = ∠CO2D

(àäæå O1 òà O2 � öåíòðè âïèñàíèõ êië). Òîìó òî÷êè D, O1, O2, C ëåæàòü
íà îäíîìó êîëi. Òàêîæ

∠CO1S = 180◦ −
(
90◦ − ϕ

2

)
, ∠SCO = 90◦ −

(
90◦ − ϕ

2

)
=

ϕ

2
.

1) Íåõàé T � òî÷êà ïåðåòèíó O1O2 òà AD. Òîäi

∠TO1D + ∠TDO1 = ∠SCD + ∠SDC = 90◦, O1O2 ⊥ AD.

2) CD = 2R sin ϕ, CD = 2r sin(90◦ +
ϕ

2
= 2r sin

ϕ

2
, äå r � ðàäióñ

îïèñàíîãî êîëà ÷îòèðèêóòíèêà DO1O2C. Òîìó

r = 2R sin
ϕ

2
, O1O2 = 2r sin ∠O1CO2 = 4R sin

ϕ

2
sin

ϕ

2
= 4R sin2 ϕ

2
.

Ëåìà äîâåäåíà.
Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i. Íåõàé O5 òà O6 � öåíòðè âïèñàíèõ êië òðèêóòíèêiâ

AMW òà CNW âiäïîâiäíî. Òîäi çà ëåìîþ O1O5 ⊥ AW, O3O6 ⊥
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AW, O1O5 ‖ O3O6. Òàêîæ O1O5 = 4R sin2 ∠BAC

4
= O3O6, òîìó O1O5O6O3 ¹

ïàðàëåëîãðàìîì, O5O6 = O1O3. Àëå O2O4 = O5O6, áî öi âiäðiçêè ñèìåòðè÷íi
âiäíîñíî ïðÿìî¨, ÿêà ¹ ñåðåäèííèì ïåðïåíäèêóëÿðîì âiäðiçêà WA.

Òîìó O1O3 = O2O4.

3. Ç óìîâè çàäà÷i ìà¹ìî, ùî 1 >
ak−1

ak
, ak > ak−1 i òîìó ak > 2 äëÿ k > 1.

Íåðiâíiñòü óìîâè ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà ó âèãëÿäi
ak−1

ak
+

ak

ak+1 − 1
6 ak−1

ak − 1
.

Äîäàþ÷è öi íåðiâíîñòi äëÿ k = i, i + 1, . . . , n − 1, ðàçîì ç î÷åâèäíîþ
íåðiâíiñòþ an−1

an
<

an−1

an − 1
îòðèìà¹ìî:

ai

ai+1
+

ai+1

ai+2
+ · · ·+ an−1

an
<

ai

ai+1 − 1
. (1)

Òåïåð ìè âèçíà÷èìî a1, a2, . . . , an. Ç óìîâè çàäà÷i òà íåðiâíîñòi (1) äëÿ i = 0

ìà¹ìî, ùî 1

a1
6 99

100
<

1

a1 − 1
. Òîìó a1 = 2. Äëÿ i = 1 àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî,

ùî
1

a2
6 1

a1

(
99

100
− 1

a1

)
<

1

a2 − 1
,

òîìó a2 = 5. Ïîâòîðþþ÷è öi ìiðêóâàííÿ ïðè i = 2 òà i = 3 çíàõîäèìî,
ùî a3 = 56 òà a4 = 25 · 562 = 78400. Àëå òîäi äëÿ i = 5 îòðèìà¹ìî, ùî
a5 < 0. Âèçíà÷åíi ÷îòèðè ÷èñëà çàäîâîëüíÿþòü âñi óìîâè çàäà÷i i ¹ ¹äèíèì
ðîçâ'ÿçêîì.

4. Ïîçíà÷èìî
a =

1

x
√

2
, b =

1

y
√

3
, c =

1

2z
.

Òîäi ìà¹ìî, ùî òðåáà çíàéòè íàéáiëüøå çíà÷åííÿ âèðàçó

Q(a, b, c) = 2a2 + 6b2 + 12c2,

äå

max{a, b} < c 6 1√
2
, (1)

c
√

2 + a
√

3 > 2
√

6ac, (2)
c
√

2 + b
√

5 > 2
√

10bc. (3)

Ç (2) îòðèìó¹ìî, ùî
√

2

a
+

√
3

c
> 2

√
6 ⇒ 2

a2 +
3

c2 > 12 ⇒ 1

6
a2

(
2

a2 +
3

c2

)
> 2a2.
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Çâiäñè

a2 + c2 = 2a2 + c2 − a2 6 1

6
a2

(
2

a2 +
3

c2

)
+ c2

(
1− a2

c2

)
6

1

6
a2

(
2

a2 +
3

c2

)
+

1

2

(
1− a2

c2

)
=

5

6
.

Àíàëîãi÷íî ç (1) òà (3) îòðèìó¹ìî, ùî b2 + c2 6 7

10
. Òîìó

Q(a, b, c) = 2(a2 + c2) + 6(b2 + c2) + 4c2 6 118

15
.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî Q

(
1√
3
,

1√
5
,

1√
2

)
=

118

15
, i çíà÷åííÿ a =

1√
3
, b =

1√
5
, c =

1√
2
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè çàäà÷i. Âiäïîâiäü: 118/15.

5. Âiäìiòèìî, ùî 1 6 |ai+1− ai| 6 2n− 1, i ÿêùî âñi âîíè ðiçíi, òî âîíè ïî
îäíîìó ðàçó ïðèéìàþòü âñi çíà÷åííÿ âiä 1 äî 2n− 1.

Ïåðåâiðèìî äîñòàòíiñòü âêàçàíî¨ óìîâè. ßêùî âñi 1 6 a2k 6 n, òî âñi ÷èñëà
â ïåðåñòàíîâöi, áiëüøi çà n, ìàþòü íåïàðíi íîìåðè. Òîìó

T =
2n−1∑

i=1

|ai+1 − ai| = 2(a1 + a3 + · · ·+ a2n−1)− 2(a2 + a4 + · · ·+ a2n)+

a2n − a1 = 2((n + 1) + (n + 2) + · · ·+ 2n)− 2(1 + 2 + · · ·+ n) + a2n − a1 =

2n2 + a2n − a1.

Ç iíøîãî áîêó, T = 1 + 2 + · · ·+ 2n− 1 = 2n2 − n. Òîìó a1 − a2n = n.
Ïîêàæåìî íåîáõiäíiñòü óìîâè. Ìà¹ìî, ùî a1 − a2n = n i

T0 =
2n−1∑
i=1

|ai+1 − ai|+ a1 − a2n = 2n2 − n + n = 2n2.

Òàêîæ T0 =
∑2n

i=1 δiai, äå δi ∈ {−2, 0, 2} i ïðè öüîìó:
(i)

∑2n
i=1 δi = 0;

(ii) ÿêùî ç ïîñëiäîâíîñòi δ1, δ2, . . . , δ2n ïðèáðàòè âñi íóëi, òî ÷èñëà 2 òà
-2 áóäóòü â íié ÷åðåäóâàòèñÿ.

Òîìó

T0 =
2n∑
i=1

δiai =
2n∑
i=1

δi(ai − n) 6 2n2.

Òóò ìè âèêîðèñòàëè, ùî ðiçíèöi ai−n ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ 1−n, 2−n, . . . , n

i íàéáiëüøå çíà÷åííÿ T0 ìè îòðèìó¹ìî, ÿêùî δi = −2 ïðè ai < n òà δi = 2
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ïðè ai > n. Îñêiëüêè a1 − a2n = n, áóäå a1 > n, δ1 = 2, i âñi δ2i−1 = 2. Òîäi
δ2i = −2 i òîìó a2i íå ìîæóòü ïåðåâèùóâàòè n.

6. Âiäìiòèìî, ùî ∠ADC, ∠BEA, ∠CFB < π, îñêiëüêè òðèêóòíèê ABC

ãîñòðîêóòíèé. Òàêîæ

∠DAC =
π

2
− ∠ADC

2
=

π

2
− ∠BAC, ∠BAE =

π

2
− ∠BEA

2
=

π

2
− ∠ABC.

Òîìó
∠DAE = ∠DAC + ∠BAC + ∠BAE = π − ∠ABC < π.

Àíàëîãi÷íî ∠EBF < π, ∠FCD < π. Çíà÷èòü, øåñòèêóòíèê DAEBFC �
îïóêëèé, i â íüîìó

∠ADC + ∠BEA + ∠CFB = 2(∠BAC + ∠ABC + ∠ACB) = 2π.

Ðîçãëÿíåìî òðè êîëà ç öåíòðàìè D, E, F òà ðàäióñàìè DA, EB, FC

âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè ∠ADC + ∠BEA + ∠CFB = 2π, ëåãêî ïîêàçàòè, ùî
òðè âêàçàíi êîëà ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi. Ïîçíà÷èìî öþ òî÷êó ÷åðåç O.
Òîäi O ¹ îáðàçîì òî÷êè C ïðè ñèìåòði¨ âiäíîñíî ïðÿìî¨ DF , îáðàçîì òî÷êè A
ïðè ñèìåòði¨ âiäíîñíî ïðÿìî¨ DE òà îáðàçîì òî÷êè B ïðè ñèìåòði¨ âiäíîñíî
ïðÿìî¨ EF . Ïîçíà÷àþ÷è ÷åðåç S(XY Z) ïëîùó òðèêóòíèêà XY Z, ìà¹ìî:

DB

DD′ =
DD′ + D′B

DD′ = 1 +
D′B
DD′ = 1 +

S(EBF )

S(DEF )
= 1 +

S(OEF )

S(DEF )
.

Àíàëîãi÷íî
EC

EE ′ = 1 +
S(ODF )

S(DEF )
,

FA

FF ′ = 1 +
S(ODE)

S(DEF )
.

Òîìó øóêàíå çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹ 4.
7. Íåõàé A, B, C � ìíîæèíè ñòóäåíòiâ âêàçàíèõ øêië, A1 = A∩E, B1 =

B ∩ E, C1 = C ∩ E, ÷åðåç |D| áóäåìî ïîçíà÷àòè êiëüêiñòü åëåìåíòiâ
ìíîæèíè D. Îñêiëüêè |A1| + |B1| + |C1| = 300, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî
|A1| 6 100, òîäi |B1| + |C1| > 200. Äëÿ ó÷íÿ x ∈ B1 ∪ C1 ïîçíà÷èìî ÷åðåç
n(x) êiëüêiñòü äðóçiâ x â ìíîæèíi A. Êîëè x ïðîáiãà¹ ìíîæèíó B1 ∪ C1, âñi
êiëüêîñòi n(x) ïîïàðíî ðiçíi, i òîìó iñíó¹ x ç n(x) > 200. Ïîçíà÷èìî öüîãî
ó÷íÿ ÷åðåç b. Îñêiëüêè â A âñüîãî 200 ó÷íiâ, âñi ó÷íi A áóäóòü äðóçÿìè B.
n(b) 6 200, i òîìó n(b) = 200. Òåïåð äîñèòü âçÿòè c ∈ C, ÿêèé ¹ äðóãîì b òà
a ∈ A, ùî ¹ äðóãîì c (òàêi ó÷íi iñíóþòü, îñêiëüêè êîæíèé ó÷åíü ìà¹ äðóãà â
êîæíié øêîëi). Òðiéêà a, b, c ¹ øóêàíîþ.

8. Ìè ïîêàæåìî, ùî MI ⊥ AC òà SI ⊥ AC çâiäêè âèïëèâàòèìå
òâåðäæåííÿ çàäà÷i.

Íåõàé BL � ìåäiàíà òðèêóòíèêà ABC, ïðÿìà NT ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó L ïàðàëåëüíî KP , òî÷êè N òà T ëåæàòü íà ïðÿìèõ AB òà BC
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âiäïîâiäíî. ×åðåç O ïîçíà÷èìî òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìèõ BI òà ñåðåäèííîãî
ïåðïåíäèêóëÿðó äî âiäðiçêà AC. Òîäi òî÷êè A, B, C, O ëåæàòü íà îäíîìó
êîëi (îïèñàíîìó êîëi òðèêóòíèêà ABC). Ìà¹ìî, ùî

BI ⊥ KP ⇒ BI ⊥ NT, ∠BNT = ∠BTN, ∠BNT = ∠A + ∠NLA,

∠IOL = ∠TLC = ∠ALN =
1

2
|∠A− ∠C| .

Òàêîæ ∠A = ∠BOC, òîìó ∠LOC = ∠LOI + ∠BOC = ∠NLA + ∠BAL =
∠BNL = ∠BTL. Çíà÷èòü, òî÷êè L, T, C, O ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.
Òîìó ∠OTB = 90◦, IP ‖ OT,

BI

IO
=

BP

PT
=

BM

ML
. Çâiäñè ìà¹ìî, ùî

LO ‖ MI, MI ⊥ AC.
Òàêîæ ìà¹ìî, ùî ∠BKP = 90◦ − ∠B

2
=

∠A

2
+

∠C

2
= ∠QIA. Òîìó íà

îäíîìó êîëi ëåæàòü òî÷êè A, K, Q, I , ìà¹ìî ∠AKI = 90◦ ⇒ ∠AQI = 90◦.
Àíàëîãi÷íî ∠ARC = 90◦, I ¹ òî÷êîþ ïåðåòèíó âèñîò òðèêóòíèêà ASC, òîìó
SI ⊥ AC.

9. Öiëå ÷èñëî P (M)−P (m) äiëèòüñÿ íà M −m. Îñêiëüêè âñi m < P (a) 6
M , áóäå P (M)− P (m) < M −m. Òîìó P (M) = P (m).

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî m = a1 < a2 < · · · < an =
M . Òàêîæ P (a1) = P (an), òîìó

P (x) = P (a1) + (x− a1)(x− an)G(x),

G(x) � ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âiäìiòèìî, ùî

G(a) =
P (a)− P (a1)

(a− a1)(a− an)
< 0, a ∈ A \ {a1, an}.

Ïðèïóñòèìî, ùî n > 6. Òîäi iñíó¹ åëåìåíò a ∈ A òàêèé, ùî M − a > 2 òà
a−m > 3. Òîäi

G(a) =
P (a)− P (a1)

(a− a1)(a− an)
>

M −m

(a−m)(a−M)
=

M − a + a−m

(a−m)(a−M)
= − 1

a−m
− 1

M − a
> −1.

Ìè îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü. Òîìó n 6 5.
Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî a ∈ A \ {a1, an}

an − a1 = M −m > P (a)− P (a1) = (a− a1)(a− an)G(a),
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ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî (a− a1)(a− an) < 0 ìà¹ìî, ùî

G(a) >
an − a1

(a− a1)(a− an)
= −(a− a1) + (an − a)

(a− a1)(an − a)
>

− (a− a1)(an − a) + 1

(a− a1)(an − a)
> −2.

Çíà÷èòü, G(a) = −1 äëÿ âñiõ a ∈ A\{a1, an}. Òîìó G(x) = −1+(x−a2)(x−
a3) . . . (x− an−1)H(x), äå H(x) � ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çâiäñè

P (x)− P (a1) = (x− a1)(x− an)G(x) = −(x− a1)(x− an)+

(x− a1)(x− a2) . . . (x− an)H(x).

Çàëèøà¹òüñÿ ïîêëàñòè x2 + bx + c = (x− a1)(x− an)− P (a1).
10. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî i ïðÿìîþ li áóäå òàêà, ùî OiAi =

OiBi (äàëi òàêi òî÷êè Ai, Bi ðîçãëÿäà¹ìî). Íåõàé ïðÿìà l ïðîõîäèòü ÷åðåç P ,
ïåðåòèíà¹ OiOi−1, OiOi+1 â òî÷êàõ Ci, Di âiäïîâiäíî, Ci 6= Ai, Di 6= Bi.
Âiçüìåìî òî÷êè Ei, Fi íà ïðîìåíÿõ OiOi−1, OiOi+1 âiäïîâiäíî òàêi, ùî OiDi =
OiEi òà OiCi = OiFi. Òîäi ÷îòèðèêóòíèê CiFiDiEi ¹ ðiâíîáåäðåíîþ òðàïåöi¹þ,
íàâêîëî íå¨ ìîæíà îïèñàòè êîëî, i òîäi PAi · PBi < PCi · PDi.

Ç âèùåäîâåäåíîãî òà óìîâè l1 = l3, ïiäðàõîâóþ÷è êóòè, çíàõîäèìî, ùî

∠O1O2O3 = ∠O1A1B1 + ∠O3A3B3 = ∠O1B1A1 + ∠O3B3A3 = ∠O3O4O1.

Àíàëîãi÷íî ç óìîâè l2 = l4 çíàõîäèìî, ùî

∠O2O3O4 = ∠O2A2B2 + ∠O4A4B4 = ∠O2B2A2 + ∠O4B4A4 = ∠O4O1O2.

Òîìó O1O2O3O4 � ïàðàëåëîãðàì.
11. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà x ∈ S ñåðåä ìíîæèí

A1 \ {x}, A2 \ {x}, . . . , An \ {x}.
¹ äâi îäíàêîâi.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî x ∈ S

Ai \ {x} = Aj \ {x} = Ak \ {x}.
Òîäi ñåðåä ìíîæèí Ai, Aj, Ak äâi îäíàêîâi, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Îòæå,
ó âêàçàíîìó íàáîði ìíîæèí äëÿ êîæíîãî x ∈ S íå áóäå òðüîõ îäíàêîâèõ
ïiäìíîæèí, ìîæëèâî áóäå êiëüêà ïàð ïîïàðíî ðiâíèõ ïiäìíîæèí. Äëÿ
êîæíîãî x çàôiêñó¹ìî äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó ðiâíî îäíó òàêó ïàðó.

Ðîçãëÿíåìî ãðàô ç âåðøèíàìè A1, A2, . . . , An. Âåðøèíè Ai òà Aj

ç'¹äíó¹ìî ðåáðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äåÿêîãî x ∈ S Ai\{x} = Aj\{x}
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i öÿ ïàðà ðàíiøå áóëà çàôiêñîâàíà (ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè
Ai, Aj òàêèõ åëåìåíòiâ x íå áiëüøå, íiæ îäèí). Òàê ìè îòðèìó¹ìî ãðàô ç
n âåðøèíàìè òà n ðåáðàìè. Âií íå ìîæå áóòè äåðåâîì, òîìó ìiñòèòü õî÷à
á îäèí öèêë A1, A2, . . . , Ak, A1, k > 3. Òîäi äëÿ äåÿêèõ xi ìà¹ìî, ùî
Ai \ {xi} = Ai+1 \ {xi}, 1 6 i 6 k. Òóò Ak+1 = A1, âñi xi ðiçíi.

Ñòàðòóþ÷è ç ìíîæèíè A1, áóäåìî ïîñëiäîâíî ìiíÿòè íàëåæíiñòü
äî äàíî¨ ìíîæèíè åëåìåíòiâ x1, x2, . . . , xk (ÿêùî xi íàëåæàëî äî
ìíîæèíè, ïðèáèðà¹ìî éîãî, i íàâïàêè). Òàê ïîñëiäîâíî îòðèìó¹ìî ìíîæèíè
A2, A3, . . . Ak, A1. ßêùî x1 /∈ A1, òî x1 ∈ A2, x1 /∈ Ak. Àëå íàëåæíiñòü x1

íå ìiíÿëàñÿ âiä ìíîæèíè A2 äî Ak, òîìó ìè ïîâèííi îòðèìàòè x1 ∈ Ak.
Àíàëîãi÷íî, ÿêùî x1 ∈ A1, òî x1 /∈ A2, x1 ∈ Ak, i çíîâó îòðèìó¹ìî
ñóïåðå÷íiñòü.

12. Ç äðóãî¨, òðåòüî¨ òà ïåðøî¨ ðiâíîñòåé óìîâè âiäïîâiäíî âèïëèâà¹, ùî

a =
b2 + a2

c2 + a2 , b =
c2 + b2

a2 + b2 , c =
a2 + c2

b2 + c2 .

Òîìó a, b, c > 0, abc = 1. Äîâåäåìî, ùî òîäi

a5 + b5 > 1

2
ab(a + b)(a2 + b2).

Îñêiëüêè a5 + b5 = (a + b)(a4 − a3b + a2b2 − ab3 + b4), äîñèòü äîâåñòè, ùî

a4 − a3b + a2b2 − ab3 + b4 > 1

2
(a2 + b2) ⇔

2a4 − 3a3b + 2a2b2 − 3ab3 + 2b4 > 0.

Ìà¹ìî, ùî

2a4 − 3a3b + 2a2b2 − 3ab3 + 2b4 = 2a4 − 4a3b + 2a2b2 + a3b− 2a2b2 + ab3+

2a2b2− 4ab3 +2b4 = 2a2(a2− 2ab+ b2)+ab(a2− 2ab+ b2)+2b2(a2− 2ab+ b2) =

(2a2 + ab + 2b2)(a− b)2 > 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äîâåäåíå ìà¹ìî, ùî

a2 + b2

2a5 + 2b5 + a2 + b2 6 a2 + b2

ab(a + b)(a2 + b2) + a2 + b2 =
1

ab(a + b) + 1
=

abc

ab(a + b + c)
=

c

a + b + c
.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî

b2 + c2

2b5 + 2c5 + b2 + c2 6 a

a + b + c
,

c2 + a2

2c5 + 2a5 + c2 + a2 6 b

a + b + c
.
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Äîäàþ÷è îòðèìàíi íåðiâíîñòi, ìà¹ìî ïîòðiáíó.
Iíøèé ñïîñiá ðîçâ'ÿçàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìîæíà äîâåñòè, ùî âêàçàíèì

â óìîâi çàäà÷i ðiâíîñòÿì çàäîâîëüíÿþòü ëèøå ÷èñëà a = b = c = 1. Î÷åâèäíî,
ùî äëÿ íèõ ïîòðiáíà íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ.
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43 Ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà
Ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà 2002-ãî ðîêó ïðîõîäèëà ç 18 ïî 30

ëèïíÿ ó Âåëèêié Áðèòàíi¨, â ìiñòi Ãëàçãî. Íà öå ïðåäñòàâíèöüêå çìàãàííÿ
ïðèáóëî 479 ó÷íiâ ç 84 êðà¨í (çà ïîëîæåííÿì êîìàíäà êîæíî¨ êðà¨íè ìîæå
ñêëàäàòèñÿ íå áiëüøå, íiæ ç 6 øêîëÿðiâ).

Íàøi ó÷àñíèêè áóëè âiäiáðàíi çà ïiäñóìêàìè Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè
þíèõ ìàòåìàòèêiâ òà ñïåöiàëüíèõ âiäáiðêîâî-òðåíóâàëüíèõ çáîðiâ, ùî
îðãàíiçîâóþòüñÿ Ìiíiñòåðñòâîì îñâiòè. Äî ñêëàäó êîìàíäè ïîòðàïèëè

Ñåðãié Âîëîäüêî (Äîíåöüêà îáë., ì. Êðàìàòîðñüê, ÑÇØ � 35),
Àðòåì Äóäêî (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27),
Òàðàñ Ìàòîõíþê, (ì. Âiííèöÿ, ëiöåé � 7)
Ñâÿòîñëàâ Ìåëüíè÷åíêî, (ì. Âiííèöÿ, ëiöåé � 7)
Ìèêîëà Ðèáàê (ì. Ìèêîëà¨â, Ìóíiöèïàëüíèé êîëåãióì)
Îëåêñàíäð Ðèáàê (ì. Êè¨â, ëiöåé �Ëiäåð�)
Ò. Ìàòîõíþê çàêií÷èâ â öüîìó ðîöi 10 êëàñ, iíøi ó÷íi ¹ âèïóñêíèêàìè

ñåðåäíüî¨ øêîëè. Ñ. Âîëîäüêî, À. Äóäêî òà Ì. Ðèáàê âæå áðàëè ó÷àñòü
â Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié îëiìïiàäi ìèíóëîãî ðîêó, îòðèìàâøè òàì
ñðiáíi ìåäàëi. Êåðiâíèêàìè êîìàíäè áóëè Â.Î. Áîðèñîâà (ì. Êè¨â, íàóêîâî-
ìåòîäè÷íèé öåíòð ñåðåäíüî¨ îñâiòè) òà àâòîð öi¹¨ ñòàòòi.

ßê çàâæäè, â êîæíîìó ç äâîõ òóðiâ îëiìïiàäè ïðîïîíóâàëîñÿ ïî 3 çàäà÷i,
íà ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêèõ íàäàâàëîñÿ ïî ÷îòèðè ç ïîëîâèíîþ ãîäèíè. Ïîâíå
ðîçâ'ÿçàííÿ êîæíî¨ çàäà÷i îöiíþâàëîñÿ â 7 áàëiâ. Òàêèì ÷èíîì, êîæíèé
øêîëÿð ìàâ ìîæëèâiñòü íàáðàòè äî 42 áàëiâ. Çà ïiäñóìêàìè âèêîíàííÿ ðîáiò
òàêèé ðåçóëüòàò ïîêàçàëè ëèøå òðî¹ ó÷íiâ � äâî¹ ç Êèòàþ òà îäèí ç Ðîñi¨. Âñi
iíøi øêîëÿði íàáðàëè íå áiëüøå 36 áàëiâ. Ïîêàçàâøè ñàìå òàêèé ðåçóëüòàò,
íàø Î. Ðèáàê ðîçäiëèâ 3�9 ìiñöÿ â çàãàëüíîìó ñïèñêó. Âñi ðåçóëüòàòè
ó÷àñíèêiâ êîìàíäè Óêðà¨íè íàâåäåíî â òàáëèöi.

Çà ïiäñóìêàìè îëiìïiàäè íàéêðàùi ó÷íi îòðèìóþòü ìåäàëi. 39 ó÷àñíèêiâ,
ùî íàáðàëè íå ìåíøå 29 áàëiâ, îòðèìàëè çîëîòi ìåäàëi, 73 ó÷íi ç 23-28
áàëàìè îòðèìàâ ñðiáíi íàãîðîäè, 120 ó÷àñíèêiâ ç 14-22 áàëàìè � áðîíçîâi.
Òàêèì ÷èíîì, íàøi øêîëÿði âèáîðîëè îäíó çîëîòó òà òðè ñðiáíi ìåäàëi. Â
íåîôiöiéíîìó êîìàíäíîìó çàëiêó íàøà êîìàíäà ïîñiëà äâàäöÿòå ìiñöå. Òèì
ñàìèì ìè ìà¹ìî âiäñòóï íàçàä ó ïîðiâíÿííi ç ìèíóëèì ðîêîì, êîëè ç îäíi¹þ
çîëîòîþ òà ï'ÿòüìà ñðiáíèìè ìåäàëÿìè êîìàíäà Óêðà¨íè áóëà âîñüìîþ. Çàðàç
¹ î÷åâèäíèì, ùî áóëè çðîáëåíi ïîìèëêè ïðè âiäáîði êîìàíäè, i öå áóäå
âðàõîâàíî ïðè ïiäãîòîâöi äî íàñòóïíèõ îëiìïiàä.

Íàì ïðè¹ìíî âiäçíà÷èòè, ùî îäíi¹þ ç çàäà÷, âiäiáðàíèõ äëÿ çàâäàííÿ
ó÷àñíèêàì îëiìïiàäè, áóëà çàäà÷à ç Óêðà¨íè, i ¨¨ àâòîðîì ¹ Â.À. ßñiíñüêèé
(ì. Âiííèöÿ). Çàäà÷i äëÿ Ìiæíàðîäíî¨ îëiìïiàäè çàâ÷àñíî íàäñèëàþòüñÿ äî
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îðãêîìiòåòó ç ðiçíèõ êðà¨í, öüîãî ðîêó âñüîãî áóëî íàäiñëàíî 130 çàäà÷ ç
41 êðà¨íè. Ç öèõ çàäà÷ îðãàíiçàòîðàìè ñêëàäà¹òüñÿ ñïèñîê ç 25-30 çàäà÷,
ùî ïîòiì çà êiëüêà äíiâ äî îëiìïiàäè ïîäà¹òüñÿ äëÿ ðîçãëÿäàííÿ êåðiâíèêàì
êîìàíä-ó÷àñíèöü. ×åðåç òðèâàëå îáãîâîðåííÿ i ñêëàäíó ñèñòåìó ãîëîñóâàíü
âiäáèðà¹òüñÿ âàðiàíò çàâäàííÿ, ùî ìà¹ áóòè çáàëàíñîâàíèì çà òåìàòèêîþ
çàäà÷, ñêëàäíiñòþ, ïåâíèì ÷èíîì âðàõîâóâàòè ìîæëèâîñòi i íàéñèëüíiøèõ,
i íàéñëàáøèõ ó÷àñíèêiâ. Ïðè öüîìó çáåðiãà¹òüñÿ â ñåêðåòi, ÿêà êðà¨íà ÿêi
çàäà÷i çàïðîïîíóâàëà. Òðàäèöiéíî íà øîñòå ìiñöå ñòàâëÿòü çàäà÷ó, ÿêó
êåðiâíèêè ââàæàþòü íàéñêëàäíiøîþ â çàâäàííi. Â öüîìó ðîöi öþ ïî÷åñíó
ïîçèöiþ çàéíÿëà çàäà÷à ç Óêðà¨íè. Ïðè îáãîâîðåííi îñîáëèâî âiäìi÷àëîñÿ, ùî
öÿ çàäà÷à íå íàäà¹ ñóòò¹âî¨ ïåðåâàãè äîáðå òðåíîâàíèì ó÷íÿì. ◦¨ ðîçâ'ÿçàííÿ
ñêîðiøå ïåðåâiðÿ¹ âìiííÿ ìèñëèòè, íiæ íàÿâíiñòü ñïåöiàëüíèõ çíàíü òà
íàâè÷îê.

Çàâæäè ìiæíàðîäíà îëiìïiàäà � öå íå òiëüêè çìàãàííÿ, à é ìîæëèâiñòü
ïîçíàéîìèòèñÿ ç iíøî¨ êðà¨íîþ, çíàéòè äðóçiâ ç óñüîãî ñâiòó. Ó÷àñíèêè
ïðîæèâàëè â ñòóäåíòñüêîìó ìiñòå÷êó óíiâåðñèòåòó Ñòðà÷êëàéä, ìàþ÷è âñi
ìîæëèâîñòi äëÿ âiäïî÷èíêó i ñïiëêóâàííÿ. Îðãàíiçàòîðè íàäàëè øêîëÿðàì
ìîæëèâiñòü çäiéñíèòè äâîäåííó ïîäîðîæ äî Ëîíäîíà. Øåñòèãîäèííà
ïîäîðîæ ïî¨çäîì ìàéæå ÷åðåç âñþ êðà¨íó, öiêàâi åêñêóðñi¨ i ñèëüíà ñïåêà
ïiâäåííî¨ Àíãëi¨ ïiñëÿ ïðîõîëîäíî¨ Øîòëàíäi¨ � òàêèìè áóëè âðàæåííÿ
íàøèõ ó÷íiâ.

Íàñòóïíà Ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà áóäå ïðîõîäèòè ç 7 ïî 19
ëèïíÿ 2003 ð. â Òîêiî, ñòîëèöi ßïîíi¨. Áóäåìî ñïîäiâàòèñü, ùî êîìàíäà
Óêðà¨íè íàéêðàùèì ÷èíîì ïiäãîòó¹òüñÿ äî öi¹¨ îëiìïiàäè.

Ðåçóëüòàòè ó÷àñíèêiâ êîìàíäè Óêðà¨íè
Ó÷àñíèê Çàäà÷i Ñóìà Âiäçíàêà

1 2 3 4 5 6
Ñ. Âîëîäüêî 7 6 1 7 2 0 23 Ñðiáíà ìåäàëü
À. Äóäêî 7 7 0 3 7 0 24 Ñðiáíà ìåäàëü
Ò. Ìàòîõíþê 0 0 0 0 1 3 4
Ñ. Ìåëüíè÷åíêî 0 6 1 1 1 2 11
Ì. Ðèáàê 6 6 0 0 7 7 26 Ñðiáíà ìåäàëü
Î. Ðèáàê 7 6 1 7 2 0 36 Çîëîòà ìåäàëü
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Ðåçóëüòàòè âèñòóïó êîìàíä íà 43-ié Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié
îëiìïiàäi

Ìiñöå Êðà¨íà Áàëè Ìåäàëi
Çîëîòi Ñðiáíi Áðîíçîâi

1 Êèòàé 212 6 - -
2 Ðîñiÿ 204 6 - -
3 ÑØÀ 171 4 1 -
4 Áîëãàðiÿ 167 3 2 1
5 Â'¹òíàì 166 3 1 2
6 Ïiâäåííà Êîðåÿ 163 1 5 -
7 Òàéâàíü 161 1 4 1
8 Ðóìóíiÿ 157 2 3 1
9 Iíäiÿ 156 1 3 2
10 ÔÐÍ 144 2 1 2
11 Iðàí 143 - 4 2

12-13 Êàíàäà 142 1 3 1
12-13 Óãîðùèíà 142 1 2 3
14-15 Á¹ëàðóñü 135 1 2 3
14-15 Òóðå÷÷èíà 135 1 1 4
16-17 Êàçàõñòàí 133 - 3 3
16-17 ßïîíiÿ 133 1 3 1
18 Içðà¨ëü 130 - 3 3
19 Ôðàíöiÿ 127 - 2 3
20 Óêðà¨íà 124 1 3 -

21-23 Áðàçiëiÿ 123 - 1 5
21-23 Ïîëüùà 123 - 4 1
21-23 Òà¨ëàíä 123 - 2 2
24 Ãîíêîíã 120 1 2 2
25 Ñëîâà÷÷èíà 119 - 2 4
26 Àâñòðàëiÿ 117 1 2 1
27 Âåëèêà Áðèòàíiÿ 116 - 2 2
28 ×åõiÿ 115 - 2 3
29 Þãîñëàâiÿ 114 - 1 5
30 Ñiíãàïóð 112 - 2 2
31 Àðãåíòèíà 96 - - 5
32 Ïiâäåííà Àôðèêà 90 - 1 3
33 Iòàëiÿ 88 - - 5
34 Ãðóçiÿ 84 - - 2
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Ìiñöå Êðà¨íà Áàëè Ìåäàëi
Çîëîòi Ñðiáíi Áðîíçîâi

35-36 Ìîíãîëiÿ 82 - - 3
35-36 Íîâà Çåëàíäiÿ 82 1 - -
37 Êîëóìáiÿ 81 - - 3
38 Ôiíëÿíäiÿ 79 - - 3
39 Êóáà 78 - - 2

40-41 Åñòîíiÿ 75 - 2 -
40-41 Ëàòâiÿ 75 - 1 2
42 Ëèòâà 74 - 1 2
43 Ìàêåäîíiÿ 73 - 1 1
44 Íîðâåãiÿ 72 1 - 1
45 Õîðâàòiÿ 70 - - 2
46 Ìåêñiêà 67 - - 3
47 Ãðåöiÿ 62 - - 2

48-50 Ìîëäîâà 60 - - 2
48-50 Øâåöiÿ 60 - - 2
48-50 Óçáåêèñòàí 60 - - -
51 Ïåðó (5) 59 - - 2

52-53 Áåëüãiÿ 58 - - 1
52-53 Âåíåñóåëà (5) 58 - 1 1
54 Íiäåðëàíäè 55 - - 1
55 Äàíiÿ 53 - - -

56-57 Àâñòðiÿ 50 - - 1
56-57 Ìàêàî 50 - - 3
58 Ñëîâåíiÿ 46 - - 1
59 Òóðêìåíiñòàí 45 - - 1

60-61 Iñïàíiÿ 44 - - 1
60-61 Øâåéöàðiÿ 44 - - 1
62 Áîñíiÿ òà Ãåðöåãîâèíà 42 - - 1
63 Ìàðîêêî 39 - - 1
64 Iíäîíåçiÿ 38 - - 1
65 Àçåðáàéäæàí 37 - - 1
66 Iñëàíäiÿ 36 - - -
67 Âiðìåíiÿ 33 - - -
68 Êiïð 29 - - -
69 Ìàëàéçiÿ 26 - - -

70-71 Àëáàíiÿ 25 - - 1
70-71 Iðëàíäiÿ 25 - - -

44



Ìiñöå Êðà¨íà Áàëè Ìåäàëi
Çîëîòi Ñðiáíi Áðîíçîâi

72-73 Òðèíiäàä i Òîáàãî 22 - - -
72-73 Òóíiñ 22 - - -
74 Ôiëiïïiíè (5) 18 - - -

75-76 Êèðãèçñòàí (4) 17 - - -
75-76 Ïóåðòî-Ðiêî 17 - - -
77 Øði Ëàíêà (4) 16 - - -
78 Ïîðòóãàëiÿ 15 - - -
79 Ëþêñåìáóðã (2) 12 - - -
82 Ïàðàãâàé (2) 11 - - -
81 Ãâàòåìàëà (3) 4 - - -
82 Åêâàäîð 3 - - -
83 Êóâåéò (4) 2 - - -
84 Óðóãâàé (1) 1 - - -

Ïðèìiòêà. ßêùî âiä êðà¨íè âèñòóïàëî ìåíøå øåñòè øêîëÿðiâ, òî â
äóæêàõ âêàçó¹òüñÿ êiëüêiñòü ÷ëåíiâ êîìàíäè.

Óìîâè çàäà÷ (â äóæêàõ âêàçàíî êðà¨íó, ùî çàïðîïîíóâàëà
çàäà÷ó)

1. (Êîëóìáiÿ) Äàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç T ìíîæèíó
òî÷îê (x, y) êîîðäèíàòíî¨ ïëîùèíè, äå x i y � íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà òàêi,
ùî x + y < n. Êîæíó òî÷êó ç T ïîôàðáîâàíî ÷åðâîíèì àáî ñèíiì êîëüîðîì.
ßêùî òî÷êà (x, y) ÷åðâîíà, òî âñi òî÷êè (x′, y′) ç T , äëÿ ÿêèõ x′ 6 x i y′ 6 y,
òàêîæ ÷åðâîíi. Íàçâåìî X-ìíîæèíîþ ìíîæèíó ç n ñèíiõ òî÷îê, ùî ìàþòü
ðiçíi êîîðäèíàòè x, à Y -ìíîæèíîþ � ìíîæèíó ç n ñèíiõ òî÷îê, ùî ìàþòü
ðiçíi êîîðäèíàòè y. Äîâåñòè, ùî êiëüêiñòü X-ìíîæèí äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi Y -
ìíîæèí.

2. (Ïiâäåííà Êîðåÿ) Äàíå êîëî Γ ç öåíòðîì O i äiàìåòðîì BC. Íåõàé A �
òî÷êà íà Γ òàêà, ùî 0◦ < ∠AOB < 120◦, à D � ñåðåäèíà òi¹¨ äóãè AB, ùî íå
ìiñòèòü C. Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó O ïàðàëåëüíî DA, ïåðåòèíà¹
ïðÿìó AC â òî÷öi J . Ñåðåäèííèé ïåðïåíäèêóëÿð âiäðiçêó OA ïåðåòèíà¹ Γ â
òî÷êàõ E i F . Äîâåñòè, ùî òî÷êà J � öåíòð âïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà CEF .

3. (Ðóìóíiÿ) Çíàéòè âñi ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m, n > 3, äëÿ ÿêèõ iñíó¹
íåñêií÷åííî áàãàòî íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a òàêèõ, ùî ÷èñëî

am + a− 1

an + a2 − 1
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öiëå
4. (Ðóìóíiÿ) Äàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, áiëüøå 1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

d1, d2, . . . , dk âñi éîãî íàòóðàëüíi äiëüíèêè òàê, ùî

1 = d1 < d2 < · · · < dk = n.

Íåõàé D = d1d2 + d2d3 + · · ·+ dk−1dk.
à) Äîâåñòè, ùî D < n2.
á) Çíàéòè âñi n, äëÿ ÿêèõ D � äiëüíèê ÷èñëà n2.
5. (Iíäiÿ) Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R → R òàêi, ùî

(f(x) + f(z)) (f(y) + f(t)) = f(xy − zt) + f(xt + yz)

äëÿ âñiõ äiéñíèõ x, y, z, t.
6. (Óêðà¨íà, àâòîð � Â. À. ßñiíñüêèé, ì. Âiííèöÿ) Íà ïëîùèíi ðîçòàøîâàíi

êîëà Γ1, Γ2, . . . Γn ðàäióñà 1 êîæíå ç öåíòðàìè O1, O2, . . . , On âiäïîâiäíî;
n > 3. Âiäîìî, ùî áóäü-ÿêà ïðÿìà ïëîùèíè ìà¹ ñïiëüíi òî÷êè íå áiëüøå íiæ
ç äâîìà ç öèõ êië. Äîâåñòè, ùî

∑
16i<j6n

1

OiOj
6 (n− 1)π

4
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷
1. (Ñ. Âîëîäüêî) Ç êîìáiíàòîðíîãî ïðàâèëà ìíîæåííÿ âèïëèâà¹, ùî

êiëüêiñòü X-ìíîæèí äîðiâíþ¹ äîáóòêó êiëüêîñòåé ñèíiõ òî÷îê ó âåðòèêàëÿõ
x = 0, x = 1, . . . , x = n − 1, êiëüêiñòü Y -ìíîæèí äîðiâíþ¹ äîáóòêó
êiëüêîñòåé ñèíiõ òî÷îê â ãîðèçîíòàëÿõ y = 0, y = 1, . . . , y = n− 1.

Äëÿ êîæíîãî k, 0 6 k 6 n − 1, ÷åðåç jk ïîçíà÷èìî íàéáiëüøå ìîæëèâå
çíà÷åííÿ òàêå, ùî òî÷êà ç êîîðäèíàòàìè x = k, y = jk ÷åðâîíà. ßêùî íå iñíó¹
÷åðâîíèõ òî÷îê ç x = k, òî ïîêëàäåìî jk = −1. Òîäi ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹,
ùî äëÿ êîæíîãî k ÷åðâîíèìè áóäóòü òî÷êè (k, 0), (k, 1), . . . , (k, jk).

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ñèòóàöiþ, êîëè âñi òî÷êè T ñèíi. Òîäi òâåðäæåííÿ
çàäà÷i âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè âiäïîâiäíi êiëüêîñòi X-ìíîæèí òà Y -ìíîæèí
ðiâíi 1 ·2 ·3 · · · · ·n = n! Äàëi áóäåìî ïåðåôàðáîâóâàòè òî÷êè â ÷åðâîíèé êîëið
â íàñòóïíîìó ïîðÿäêó:

(0, 0), (0, 1), . . . , (0, j0)
(1, 0), (1, 1), . . . , (1, j1)
. . .
(n-1, 0),(n-1, 1),. . . , (n-1, jn−1)
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(Ïåðåôàðáóâàííÿ çàâåðøó¹ìî íà îñòàííié âåðòèêàëi, äå ¹ ÷åðâîíi òî÷êè.
Çðîçóìiëî, ùî öå ìîæå ñòàòèñÿ i äî âåðòèêàëi x = n− 1, à jn−1 6 0.)

Ïiñëÿ êîæíîãî ïåðåôàðáóâàííÿ ôiãóðà ç ÷åðâîíèõ òà ñèíiõ òî÷îê
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè çàäà÷i. Ïðè êîæíîìó ïåðåôàðáóâàííi òî÷êè (k, l) â
äîáóòêó äëÿ âèçíà÷åííÿ êiëüêîñòi X-ìíîæèí ìíîæíèê n− k− l çàìiíþ¹òüñÿ
íà n−k−l−1 (àäæå çìiíþ¹òüñÿ êiëüêiñòü ñèíiõ òî÷îê ëèøå â îäíié âåðòèêàëi
i ñàìå âêàçàíèì ÷èíîì). Àíàëîãi÷íî i â äîáóòêó äëÿ âèçíà÷åííÿ êiëüêîñòi
Y -ìíîæèí ìíîæíèê n − k − l çàìiíþ¹òüñÿ íà n − k − l − 1 (çìiíþ¹òüñÿ
êiëüêiñòü ñèíiõ òî÷îê ëèøå â îäíié ãîðèçîíòàëi). Òàêèì ÷èíîì, ïiñëÿ êîæíîãî
ïåðåôàðáóâàííÿ êiëüêîñòi X-ìíîæèí òà Y -ìíîæèí çàëèøàþòñÿ ðiâíèìè. Òàê
áóäå i â êiíöi ïåðåôàðáóâàííÿ, êîëè ìè ïðèéäåìî äî äàíî¨ êîíôiãóðàöi¨ ñèíiõ
òà ÷åðâîíèõ òî÷îê.

2. Ç òîãî, ùî EF � ñåðåäèííèé ïåðïåíäèêóëÿð AO âèïëèâà¹, ùî AF =
FO = AO. Òîìó ∠AOF = 60◦. Îñêiëüêè ∠AO > 60◦, òî÷êà F ëåæèòü
âñåðåäèíi êóòà AOC.

Òî÷êà A ¹ ñåðåäèíîþ äóãè EAF , òîìó CA ¹ áiñåêòðèñîþ êóòà ECF . Òàêîæ
OA = OC, ∠DOB = ∠AOB/2 = ∠ACO, çíà÷èòü OD ‖ JA i ODAJ ¹
ïàðàëåëîãðàìîì. Ìà¹ìî, ùî AJ = OD = OE = AF òà

∠JFE = ∠JFA− ∠EFA = ∠AJF − ∠ECA = ∠AJF − ∠JCF = ∠JFC.

Òîìó JF ¹ áiñåêòðèñîþ êóòà EFC, J ¹ öåíòðîì âïèñàíîãî êîëà
òðèêóòíèêà CEF .

3. (Î. Ðèáàê) Íåõàé m òà n çàäîâîëüíÿþòü óìîâó çàäà÷i. Ïîçíà÷èìî f(x) =
xm + x− 1 òà g(x) = xn + x2 − 1, âèêîíà¹ìî äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ:

f(x)/g(x) = q(x) + r(x)/g(x),

äå q(x) � ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, à ñòåïiíü r(x) ìåíøà çà ñòåïiíü
g(x). Çíàéäåòüñÿ x0 > 0 òàêå, ùî r(x) < g(x) ïðè x > x0. Ç iíøîãî áîêó,
iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî íàòóðàëüíèõ a > x0, äëÿ ÿêèõ âiäíîøåííÿ r(a)/g(a)
ïîâèííî áóòè öiëèì ÷èñëîì. Â öèõ âèïàäêàõ âîíî ìîæå áóòè ëèøå íóëåì.
Òîäi r(x) ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü êîðåíiâ, i òîìó ¹ òîòîæíèì íóëåì. Îòæå,
ìíîãî÷ëåí f(x) äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí g(x).

Ìà¹ìî, ùî m > n. Ïîçíà÷èìî m = n + k. Òîäi

xm+x−1 = xk(xn+x2−1)+xk−xk+2+x−1 = xkg(x)+(1−x)(xk+1+xk−1).

Ìíîãî÷ëåí xk−xk+2 +x−1 ìà¹ äiëèòèñÿ íà g(x). Îñêiëüêè x = 1 íå êîðåíåì
g(x), òî xk+1 +xk−1 ìà¹ äiëèòèñÿ íà g(x). Òîäi k+1 > n > 3, k > 2 i êîæíèé
êîðiíü g(x) ¹ êîðåíåì xk+1 + xk − 1.

Îñêiëüêè g(0) < 0 < g(1), ìíîãî÷ëåí g(x) ìà¹ êîðiíü α ∈ (0, 1), i òîäi
òàêîæ ìè ïîâèííi ìàòè, ùî αk+1+αk−1 = 0. Ïðè k > 3 áóäå αk < α2, αk+1 6
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αn (òóò ñòðîãà íåðiâíiñòü ïðè k+1 > n), i òîìó αk+1+αk−1 < αn+α2−1 = 0.
Çàëèøà¹òüñÿ ¹äèíà ìîæëèâiñòü k = 2, k + 1 = n. Ìà¹ìî n = 3, m = 5 i
ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî

a5 + a− 1 = (a3 + a2 − 1)(a2 − a + 1).

Âiäïîâiäü: m = 5, n = 3.
4. à) ßêùî d � äiëüíèê n, òî n/d � òàêîæ äiëüíèê n, ïðè öüîìó di =

n/dk+1−i. Òàêîæ di > i. Òîìó

D =
k−1∑
i=1

didi+1 = n2
k−1∑
i=1

1

didi+1
6 n2

k−1∑
i=1

1

i(i + 1)
=

n2
k−1∑
i=1

(
1

i
− 1

i + 1

)
= n2

(
1− 1

k

)
< n2.

á) ßêùî n � ïðîñòå ÷èñëî, òî D = n i ¹ äiëüíèêîì n2. Íåõàé n � ñêëàäåíå,
ïîçíà÷èìî ÷åðåç p éîãî íàéìåíøèé ïðîñòèé äiëüíèê (öå æ p áóäå i íàéìåíøèì
äiëüíèêîì n2). Òîäi d2 = p, dk−1 = n/p, D > dk−1dk = n2/p. Ìà¹ìî, ùî
1 < n2/D < p. Îòðèìàëè, ùî ÷èñëî n2 ìà¹ äiëüíèê n2/D, ìåíøèé çà p. Â
öüîìó âèïàäêó îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü.

Âiäïîâiäü: âñi ïðîñòi n.
5. (Ì. Ðèáàê) Ðiâíiñòü, äàíó â óìîâi, ïîçíà÷èìî ÷åðåç (*). Ïîêëàäåìî â (*)

x = y = z = t = 0. Îòðèìà¹ìî, ùî 4f 2(0) = 2f(0). Çíà÷èòü, f(0) = 1/2 àáî
f(0) = 0.

ßêùî f(0) = 1/2, òî âiçüìåìî â (*) x = y = z = 0 i ïðèéäåìî äî f(0) +
f(t) = 1, çâiäêè f(t) = 1/2 äëÿ âñiõ t.

ßêùî f(0) = 0, òî, ïîêëàâøè â (*) z = t = 0, îòðèìà¹ìî f(xy) =
f(x)f(y) (1). Íàñòóïíà ïiäñòàíîâêà x = y = 1 äà¹, ùî f(1) = 0 àáî f(1) = 1.

Ïðè f(1) = 0, ïiäñòàâèâøè â (1) y = 1, îòðèìà¹ìî f(x) = 0 äëÿ âñiõ x.
Äàëi ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê f(1) = 1, òàêîæ ìà¹ìî f(0) = 0. Ïîêëàâøè

â (*) x = 0, y = t = 1, ïðèõîäèìî äî f(−z) + f(z) = 2f(z), òîìó f(−z) =
f(z) (2). Äàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè f ëèøå äëÿ íåâiä'¹ìíèõ çíà÷åíü àðãóìåíòà,
i çà äîïîìîãîþ (2) äîâèçíà÷èìî ¨¨ äëÿ âiä'¹ìíèõ x. Ç (1) ïðè x = y îòðèìà¹ìî,
ùî f(x2) = f 2(x) > 0. Ââåäåìî ôóíêöiþ g(x) =

√
f(x), x > 0. Ç (1) ìà¹ìî,

ùî g(xy) = g(x)g(y), çâiäêè òàêîæ g(x2) = g2(x).
Ïîêëàâøè â (*) t = x, z = y ïðèéäåìî äî (f(x) + f(y))2 = f(x2 + y2).

Çâiäñè g(x2 +y2) = g2(x)+g2(y) = g(x2)+g(y2). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêèõ
íåâiä'¹ìíèõ x, y g(x + y) = g(x) + g(y) (3). Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî u > x > 0
áóäå g(u) > g(x) (äëÿ ïåðåâiðêè äîñèòü ïîêëàñòè â (3) y = u−x i âèêîðèñòàòè
íåâiä'¹ìíiñòü g).
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Âiäîìî, ùî ðiâíÿííÿ (3) (ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiéíèì ðiâíÿííÿì Êîøi)
â êëàñi íåñïàäíèõ ôóíêöié ìà¹ ëèøå ðîçâ'ÿçêè g(x) = ax, a > 0. Êîðîòêî
íàãàäà¹ìî âiäïîâiäíi ìiðêóâàííÿ. Ç (3) îòðèìà¹ìî, ùî

g(x1 + x2 + · · ·+ xn) = g(x1) + g(x2) + · · ·+ g(xn), n > 1. (4)

ßêùî ïîêëàäåìî g(1) = a, ç (4) äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n çà äîïîìîãîþ
ïiäñòàíîâêè x1 = x2 = · · · = xn = 1 îòðèìà¹ìî g(n) = an. Ïîêëàâøè â (4)
x1 = x2 = · · · = xn = m/n, m ∈ N, áóäåìî ìàòè g(m/n) = am/n. Òàêèì
÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêîãî ðàöiîíàëüíîãî íåâiä'¹ìíîãî x g(x) = ax. Ïðèïóñòèìî,
ùî iñíó¹ x > 0 òàêå, ùî g(x) 6= ax, íåõàé g(x) < ax (òóò öå ìîæëèâî ëèøå
ïðè a 6= 0). Iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî x′ òàêå, ùî g(x)/a < x′ < x. Òîäi ç
ìîíîòîííîñòi g îòðèìó¹ìî, ùî ax′ = g(x′) 6 g(x), x′ 6 g(x)/a. Îòðèìàëè
ñóïåðå÷íiñòü. Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê g(x) > ax. Òîìó g(x) =
ax, x > 0. Îñêiëüêè g(1) = 1, áóäå g(x) = x, f(x) = x2. Âðàõóâàâøè (2),
îòðèìó¹ìî f(x) = x2 äëÿ âñiõ äiéñíèõ x.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè òðè ìîæëèâi âiäïîâiäi: f(x) = 0, f(x) =
1/2, f(x) = x2. Ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî êîæíà ç öèõ ôóíêöié çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó.

Âiäïîâiäü: f(x) = 0, f(x) = 1/2, f(x) = x2.
6. Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî æîäíi äâà äàíi êîëà íå ïåðåòèíàþòüñÿ.
Ðîçãëÿíåìî íîâå êîëî ω, ùî ìiñòèòü âñåðåäèíi ñåáå âñi äàíi êîëà. Äëÿ

êîæíî¨ ïàðè äàíèõ êië ðîçãëÿíåìî ïàðó ¨õ ñïiëüíèõ âíóòðiøíiõ äîòè÷íèõ,
êóò ìiæ ÿêèìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç 2α (äèâ. ïåðøèé ìàëþíîê).

Ïîêëàäåìî dij = OiOj. Òîäi sin α =
1

(dij/2)
. Òîäi α > sin α =

2

dij
. Äëÿ

êóòîâèõ âåëè÷èí äóã ìà¹ìî, ùî
^

PQ +
^

RS

4
> 2

dij
. Òîìó 1

dij
6

^

PQ +
^

RS

8
.

Ðîçãëÿíåìî îá'¹äíàííÿ âñiõ äóã
^

PQ,
^

RS ïî âñiõ ïàðàõ i, j. Ìè ïîêàæåìî,
ùî êîæíà òî÷êà ω ìîæå ïîêðèâàòèñÿ íå áiëüøå, íiæ n − 1 òàêîþ äóãîþ.
Íåõàé T � öå äîâiëüíà òî÷êà ω, âîíà áóäå íàëåæàòè îäíié ç äóã

^

PQ,
^

RS,
ÿêùî iñíó¹ ïðîìiíü ç ïî÷àòêîì â T , ùî ïåðåòèíà¹ îáèäâà êîëà ç öåíòðàìè â
Oi òà Oj. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïðîìiíü TU ÿêèé îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî òî÷êè T ,
ÿê öå ïîêàçàíî íà äðóãîìó ìàëþíêó. Ïî÷íåìî îáåðòàííÿ ç ïîëîæåííÿ, ïðè

ÿêîìó TU ¹ äîòè÷íîþ ω. Â ÿêèéñü ìîìåíò ïðîìiíü âïåðøå ïåðåòíå ïàðó êië,
ïîçíà÷èìî ¨õ ω1 òà ω2. Ïðîìiíü íiêîëè íå áóäå ïåðåòèíàòè òðè êîëà îäíî÷àñíî,
òîìó ïåðø íiæ ïåðåòíóòè ÿêåñü íàñòóïíå êîëî, âií ïåðåñòàíå ïåðåòèíàòè õî÷à
á îäíå ç ïîïåðåäíiõ � íåõàé öå áóäå ω1. Íàäàëi ïðîìiíü âæå íiêîëè ω1 íå
ïåðåòíå. Ïðîäîâæóþ÷è äàëi öåé ðóõ, îòðèìà¹ìî, ùî ïðîìiíü ìîæå ïåðåòíóòè
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íå áiëüøå íiæ (n − 1) ïàðó êië: ω1 òà ω2, ω2 òà ω3, . . . , ωn−1 òà ωn (êîëà
ïðîíóìåðîâàíi ïî ïîðÿäêó ¨õ ïåðåòèíó ïðîìåíåì ïðè îáåðòàííi). Îòæå, ìà¹ìî
íå áiëüøå, íiæ (n− 1) ïåðåêðèòòÿ i òîìó

∑
16i<j6n

1

dij
6 2π(n− 1)

8
=

π(n− 1)

4
.
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